NUmeros reais e o problema da medida

Real numbers and the measurement problem

Carlos Eduardo de Lima Duarte?

Resumo

Nos livros didaticos do ensino médio, os nimeros reais sao normalmente apresentados
como 0s numeros que abrangem 0s racionais (nimeros com representacdo decimal finita
ou infinita periédica) e os irracionais (nUmeros com uma representacédo decimal infinita e
nao-periédica). Nesse trabalho, queremos propor ao professor de matematica uma
reflexdo acerca do ensino de nimeros reais no ensino médio, fazendo com que ele reflita
na construcdo desses numeros a partir de sua necessidade, mostrando ao aluno que a
matematica se desenvolveu a partir das necessidades humanas ao longo dos tempos.
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1 Introducao

No ensino médio, o conteudo “Numeros Reais” normalmente é apresentado
de maneira fragmentada e sem justificativas. A maioria dos livros utilizados nas
escolas brasileiras, ao tratar dos nameros, simplesmente classifica-os em um
determinado tipo: natural, inteiro, racional, irracional ou real. Eles desprezam que
h& uma construcéo logica e histdrica desses nimeros ao simplesmente classifica-
los. Porém, sabemos que 0s nimeros nao existem por si sO. Eles existem (foram
inventados) para suprir algumas necessidades humanas — quais sejam, contagem
e medida. E é isso que queremos mostrar com esse trabalho: que os numeros
séo fruto da criagdo humana. Tentando, com isso, fazer com que o aluno se sinta
parte dessa historia e tenha maior interesse pela matematica.

Para isso, vamos apresentar 0s nuUmeros racionais como aqueles que

podemos usar para realizar algumas medidas e chegar no problema da
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incomensurabilidade. A seguir, apresentaremos 0S numeros reais a partir dos

cortes de Dedekind?, uma maneira mais formal para apresentar os tais niimeros.

2 Numeros racionais e o problema da medida

2.1 Medicao de Segmentos

Assim como contar, medir € uma operacdo que utilizamos bastante no
nosso dia-a-dia. Medir significa comparar grandezas de mesma espécie. Nao se
trata de uma simples comparacao para ver quem é maior, mas de ver quantas
vezes um “cabe” no outro.

Se queremos comparar, por exemplo, os comprimentos dos segmentos AB
e CD abaixo, verificamos quantas vezes CD cabe em AB. Assim, se dissermos
que o comprimento de CD (o qual denotaremos por CD) é de 1 unidade (u), o

segmento AB tem comprimento igual a 3u (figura 1).

A B

—_—

C ]

Figura 1. Medida de um segmento
Fonte: acervo pessoal

7

Portanto, é necessario estabelecermos uma unidade padrao de medida
para todas as grandezas de mesma espécie (como centimetro, metro, litro etc.) e,
depois, verificar quantas vezes a unidade cabe no objeto a ser medido. Esse
namero (quantidade de vezes que a unidade cabe no objeto) chama-se medida
da grandeza em relagéo a essa unidade. Note que, apesar do comprimento de um
segmento ser constante, sua medida depende da unidade adotada. No exemplo

2 Segundo Avila (2001), “varios matematicos do século XIX se preocuparam com a construcéo dos
nameros reais, dentre eles, Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charles Méray e George Cantor”.
Richard Dedekind (1831 — 1916) estudou em Géttingen, onde foi aluno de Gauss e Dirichlet. No
inicio de sua carreira em 1858 como professor, quando teve de ensinar Calculo Diferencial,
percebeu a falta de fundamentacdo adequada para os numeros reais. E foi ai que ele resolveu
estudar os numeros reais de maneira mais aprofundada.
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da figura acima, se a unidade de medida adotada, ao invés de ser o segmento
CD, fosse um segmento cujo comprimento é a metade de CD, a medida de AB
seria 6u e nao 3u.

Em resumo, para realizarmos uma medida, fazemos em trés etapas:
escolha da unidade; comparacdo do objeto com a unidade; expressdo do

resultado dessa comparacdo por meio de um numero.

2.2 Subdivisao da Unidade

As vezes, é necessario subdividir a unidade de medida num certo nimero

de partes iguais. Vejamos um exemplo (figura 2):

EXEMPLO 1. Suponhamos que um segmento AB medido com a unidade CD = u,
mede 3. Se dividirmos a unidade CD em 4 partes iguais e tomarmos para a nova
unidade o segmento CE, de medida u', teremos que a medida de AB sera igual a
12. Além disso, o resultado da medicdo com a unidade u tanto pode ser expresso

pelo nimero 3 como pela razdo dos dois numeros 12 e 4, isto €, pelo quociente

12:4 ou 12 )
4

Figura 2: Medida do segmento AB
Fonte: acervo pessoal

De maneira geral, se uma grandeza, medida com a unidade u, mede m, e
subdividirmos u em n partes iguais, a medida da mesma grandeza, com a mesma

unidade u, exprime-se pela razéo dos dois numeros M = m.n e n. Aritmeticamente,
M
temosm = —.

O caso que analisamos, porém, € um caso muito raro de acontecer: o fato

da unidade caber um numero inteiro de vezes na grandeza a se medir. O caso
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mais comum é o do exemplo a seguir, onde a unidade ndo cabe um numero

inteiro de vezes em AB.

EXEMPLO 2. Suponhamos os segmentos AF e CD conforme figura 3.

Figura 3: Medida do segmento AF
Fonte: acervo pessoal

Como procedemos, entdo, para exprimir numericamente a medicdo de AF
usando como unidade de medida o segmento CD?

Se dividirmos o segmento CD (a unidade) em 4 partes iguais a nova
unidade caberd 11 vezes em AF. Nesse caso, a medida de AF em relagéo a nova
unidade é 11. Em relacdo a antiga unidade CD, porém, como podemos exprimir a
medida de AF? A resposta a essa pergunta nos leva a criagdo dos numeros
racionais. Essa construcédo deve ser feita de modo que com 0s novos numeros,
sejam abrangidas todas as hipdteses de medicdo, sejam elas do primeiro
exemplo ou do segundo exemplo; além disso, 0s novos niumeros se reduzem aos
nameros inteiros quando a medicdo se der de modo analogo ao nosso primeiro

exemplo.

3 O Conjunto dos Nimeros Racionais (Positivos)
Sejam os dois segmentos de reta AB e CD, em que em cada um deles
cabe um namero inteiro de vezes o segmento de medida u — AB contém m vezes

e CD contém n vezes. Dizemos que a medida do segmento AB, tomando CD

- , P m e m —= . .
como unidade, € o numero ~ € escrevemos AB = pul CD, quaisquer que sejam 0sS

nameros inteiros m e n (desde que n ndo seja nulo). Note que se m for divisivel

por n, 0 nUmero % coincide com o numero inteiro que é quociente da divisdo; se m
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~ Y - m ., . « , .
nao for divisivel por n, o nUmero —e dito fracionario. Em qualquer um dos casos,

- m ., . .
0 numero — € dito racional.

Com a criacdo desses numeros, nos parece que € sempre possivel
exprimir a medida de um segmento tomando outro como unidade. Além disso, a

divisdo de nameros inteiros m e n pode agora sempre exprimir-se simbolicamente

pelo niamero racional % Assim, 0 conjunto dos nameros racionais (positivos)

constitui uma generalizacdo do conjunto dos nimeros naturais (note que obtemos

0S numeros naturais dos racionais fazendo n = 1).

4 O Problema da Medida

Na secdo anterior, fizemos a construcdo do conjunto dos numeros

m

racionais com base na igualdade AB = —- CD, a qual exprime que a medida do

n
segmento AB, tomando como unidade o segmento CD, é o numero racional %
Essa construcdo se baseia no seguinte procedimento: divide-se a unidade CD em
tantas partes iguais quantas as necessarias para que cada uma delas caiba um
namero inteiro de vezes em AB e, assim, 0 nosso problema de medida restringe-
se, em Ultima analise, a um problema de contagem. Agora vejamos: sera que
sempre poderemos proceder dessa mesma maneira, isto €, podemos sempre
dividir a nossa unidade de medida em um numero de partes iguais de modo que
consigamos medir o segmento AB?

Do ponto de vista pratico, a resposta a essa pergunta é sim. Pois quanto
mais se aumenta o numero de partes que dividimos a unidade, menor sera o
comprimento de cada uma delas e chega hum momento em que a precisao
limitada dos instrumentos de divisdo e de medida ndo nos permite ir além de um
certo comprimento minimo. Com esse comprimento minimo (uma subdivisdo de
CD), conseguimos realizar a medi¢ao de AB.

Do ponto de vista teorico, porém, a questdo ndo é tdo simples.

Consideremos o seguinte caso de medicao de segmentos:
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EXEMPLO 3. Seja ABCD um quadrado e AC uma diagonal desse quadrado,

conforme figura 4 abaixo.

A B

Figura 4: Quadrado ABCD com diagonal AC
Fonte: acervo pessoal

Queremos achar a medida dessa diagonal usando o lado do quadrado

como unidade de medida. Se essa medida existir, entdo existe um numero

racional r = % tal que AC = % - AB. Essa igualdade, contudo, é incompativel com o

teorema de Pitdgoras (considerando os numeros racionais), que, nesse caso, diz

que:
AB” + BC* = AC* equacdo (1)
Vejamos: como, por hipdtese, temos AB = BC, entéo:
AC* =2 - AB*- equacao (2)
Por outro lado, temos por hipotese que AC = % - AB, que é equivalente a:
_ 2 ___
AC? = (%) - AB? equacéo (3)
Comparando esta igualdade com a anterior, temos que:
2
m ~
() =2 equagao (4)

Vamos verificar que esta Ultima igualdade nos conduz a um absurdo
aritmético. Antes, porém, vamos ver o que diz o Teorema Fundamental da

Aritmética:
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Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética). “Todo nimero natural maior do
que 1 ou é primo ou se escreve de modo Unico (a menos da ordem dos fatores)
como um produto de nimeros primos.” (Hefez, 2011)

Assim, da equacéo (4), temos que:

m? = 2 -n? equacao (5)
isto é,

®1 P2 P =2-(q1° G2 ..." q,)>, equagao (6)
que é equivalente a

P12 P22 DiE=2q1% q2% g2 equaco (7)

onde p; (1 <i < k) sdo numeros primos que aparecem na decomposicdo de m e
g; (1 £j < r) sdo numeros primos que aparecem na decomposi¢éo de n.

Pelo teorema fundamental da aritmética, isso € um absurdo, pois no
primeiro membro temos uma quantidade par de fatores primos e no 2° membro
temos uma quantidade impar, visto que além de todos os q; estarem elevados a 2
(e, portanto, ter uma quantidade par de fatores), temos o numero 2 multiplicando.
Portanto, ndo existe niumero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Assim, existem medidas que ndo podem ser escritas por meio de nimeros
racionais e, portanto, estamos diante de um problema que tem que ser resolvido.
Temos que criar um outro tipo de numero que seja capaz de expressar a medida
de um segmento qualquer.

Segundo Caraca (1951), nos encontramos em uma situagdo um pouco
peculiar, pois antes 0 nosso problema se restringia ao problema pratico da
medida enquanto que agora € a exigéncia da compatibilidade logica entre o
teorema de Pitdgoras e a existéncia de um nudmero que expressa uma

determinada medida®.

5 Incomensurabilidade

® Vale ressaltar que ndo estamos diante de um problema (teérico) de medida isolado, ou seja,
existe uma infinidade de exemplos analogos que nos levam a criagdo de um outro tipo de nimero.
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Quando dois segmentos de reta sédo tais que ndo conseguimos, com uma
unidade de medida comum, expressar com multiplos inteiros a medida dos dois
segmentos, dizemos que eles sdo incomensuraveis. Na secdo anterior,
verificamos que a diagonal e o lado de um quadrado sao incomensuraveis. O que
vamos constatar mais a frente € que o caso mais comum na medida é o da
incomensurabilidade.

Como vimos através do exemplo 3 e de acordo com Lima et al (2004), o
conjunto dos numeros racionais € insuficiente para traduzir as relacfes
geométricas. Com o objetivo de resolver o problema da insuficiéncia dos niUmeros
racionais, vamos estudar cuidadosamente as propriedades dos niUmeros racionais

e as propriedades da reta para que possamos compara-las.

6 O Conjunto dos Niimeros Racionais e os Pontos da Reta

Daqui por diante, quando nos referirmos ao conjunto dos numeros
racionais (positivos), usaremos a letra Qe ao conjunto dos pontos de uma reta, a
letra gp.

Vamos ver se podemos estabelecer uma correspondéncia entre esses dois
conjuntos (Q, e ) e, em caso afirmativo, verificar qual a natureza dessa
correspondéncia.

Sejam t uma reta, O um ponto qualquer dela (0 qual chamaremos de
origem) e A um ponto tal que OA é a unidade de medida (ver figura 5). Seja r o
namero racional tal que r = % em que OA foi dividido em n partes iguais e, a
partir de O, para a direita, marcamos m dessas n partes, obtendo, assim, um
ponto B. O nimero r é a medida do segmento OB tomando OA como unidade de
medida. Para qualquer que seja r = % essa operacao pode ser efetuada e, além

disso, o ponto B é Unico. Temos, portanto, que a correspondéncia Q, —» g €

completa (isto €, podemos associar todos os elementos de Q, aos pontos de

7

uma reta) e univoca (essa correspondéncia € Unica, porque se considerarmos
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apenas o lado positivo da reta, ndo existem dois segmentos distintos, partindo da

mesma origem, com a mesma medida).

Figura 5: Correspondéncia Q, — &
Fonte: acervo pessoal

Contudo, sua reciproca & — Q. ndo € completa. Sendo, vejamos: seja P
um ponto qualquer da reta. Queremos encontrar a medida de OP usando a
unidade OA. Se OP e OA forem incomensuraveis, ndo vai existir um numero
racional como estamos procurando. Portanto, a correspondéncia entre o0s
nameros racionais e 0s pontos da reta ndo é uma correspondéncia biunivoca.

O que temos que fazer agora € determinar 0 que causou a falta de
biunivocidade para que possamos resolver esse problema de medida. Para isso,
vamos estudar as propriedades da reta (infinidade, ordenacédo, densidade e

continuidade) e verificar se o conjunto Q. goza de tais propriedades.

Infinidade

Tanto o conjunto g dos pontos da reta como o0 conjunto Q dos numeros
racionais sao infinitos. A infinidade de Q. é facilmente verificada a partir da
infinidade de N, que esta contido em Q.. Quanto a infinidade dos pontos da reta
podemos observar que dados dois pontos quaisquer de uma reta, sempre existe
um terceiro ponto entre esses dois. Esse procedimento pode ser feito
indefinidamente, 0 que nos garante que 0s pontos da reta formam um conjunto

infinito.

Ordenacao
Dizemos que um conjunto é ordenado quando dados dois elementos desse
conjunto podemos estabelecer qual elemento precede o outro. No caso dos

conjuntos numeéricos, podemos estabelecer a relagdo de ordem menor que. E,
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nesse sentido, o conjunto Q, € um conjunto ordenado, pois dados dois elementos
quaisquer podemos, de fato, compara-los e decidir qual € menor que o outro.
Quanto aos pontos da reta, podemos estabelecer a relacédo de ordem da
seguinte maneira: dados dois pontos A e B em uma reta horizontal, dizemos que
A precede B se A estiver a esquerda de B. Assim, 0 conjunto g também é
ordenado, pois dados dois pontos da reta quaisquer podemos decidir qual
elemento precede o outro bastando para isso ver qual estq a esquerda do outro.

O conjunto g é, portanto, ordenado®.

Densidade

Vamos dizer que um conjunto € denso quando dados dois elementos
quaisquer desse conjunto podemos encontrar infinitos elementos do conjunto
entre eles. O conjunto N dos numeros naturais, obviamente ndo € denso (basta
verificar que entre dois numeros naturais consecutivos, 1 e 2, por exemplo, ndo
existe outro natural). JA com relacdo ao conjunto dos pontos de uma reta,
podemos pensar da seguinte maneira: Consideremos dois pontos distintos, A e B,
gue determinam sobre a reta um segmento AB. Se dividimos esse segmento ao
meio, obtemos o ponto A;; dividindo A;B ao meio, obtemos A;; dividindo A;B ao
meio, obtemos Ags; e assim sucessivamente. Criamos, portanto, uma sequéncia
infinita de pontos A; entre os pontos A e B. Logo o conjunto g é denso.

E o conjunto Q, € denso? Vejamos: dados dois nimeros racionais r e s,

. +
podemos encontrar um outro racional entre eles: % Procedendo da mesma

. . . +
maneira podemos encontrar um outro nimero racional agora entre r e % (que

obviamente estara entre r e s). Se continuarmos esse processo indefinidamente,

encontraremos infinitos racionais entre r e s. Portanto, Q. é um conjunto denso.

Continuidade

“A rigor, teriamos que mostrar que a injecdo de @, na reta preserva a relacdo de ordem, mas
omitiremos essa verificacdo para simplificar o problema.
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Intuitivamente, a continuidade esta relacionada com a ideia de auséncia de
saltos, de buracos. Uma excelente representacdo da continuidade é a reta.
Portanto, se quisermos verificar se um conjunto é continuo temos que verificar se
ele tem a mesma estrutura da reta. Em caso afirmativo, esse conjunto goza da
propriedade da continuidade.

O que nos falta agora é estabelecer um critério que possa determinar se a
estrutura de um conjunto é ou ndo a mesma da reta. E isso que vamos fazer a

sequir.

Cortes de Dedekind

Seja uma reta e um ponto P sobre ela. E facil verificar que, em relacdo a P,
todos os pontos da reta se dividem em duas classes: a classe (E) dos pontos que
estdo a esquerda de P e a classe (D) dos que estdo a direita de P. O ponto P que
divide as duas classes pode ser colocado em qualquer uma delas. A esse ponto
damos o nome de elemento de separagao.

Assim, sempre que podemos dividir os pontos da reta em duas classes de
modo que: (i) todos os pontos da reta estdo em uma das duas classes (isto é, ndo
h& excecao) e (ii) todo ponto de (E) esta a esquerda de todo ponto de (D), temos
um corte, que é denotado por (E, D).

Portanto, todo ponto da reta produz nela um corte. A questdo é: a
afirmacgéo reciproca é verdadeira, isto é, quando tivermos um corte na reta,
haverd sempre um ponto Q da reta que produza o corte? De acordo com o
Postulado de Dedekind-Cantor, a resposta € sim. Esse postulado caracteriza a
reta por meio dessa propriedade, em outras palavras, todo corte da reta tem um
elemento de separacao.

Logo, se quisermos saber se um conjunto goza ou nao da continuidade
temos que estabelecer nele o conceito de corte e verificar se existe ou nao
elemento de separagcédo que pertenca ao conjunto. Isto fara com que ele tenha a

mesma estrutura da reta.
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Agora voltemos a nossa questdo inicial: O conjunto @, dos numeros
racionais (positivos) tem essa propriedade? Isto €, podemos estabelecer em Q. o
conceito de corte de modo que todo corte tenha um elemento de separacao
(assim como temos na reta)? Primeiro, vamos fixar o seguinte: quando na reta
dizemos “...estd a esquerda de ...” em numeros quer dizer “... € menor que ...".
Assim, temos um corte em Q, quando dividirmos esse conjunto em duas classes
(E) e (D) tais que todo numero racional esta classificado em (E) ou (D) e todo

namero de (E) é menor que todo nimero de (D).

EXEMPLO 4. Um exemplo de corte em Q, seria colocar em (E) todos 0os nimeros
racionais menores ou iguais a 10 e em (D) todos os numeros racionais maiores
gue 10. Obviamente, 10 é o elemento de separacdo desse conjunto. Sera, entéo,

que qualquer corte de Q. tem elemento de separacéo?

EXEMPLO 5. Vejamos um segundo exemplo: seja (E) a classe onde estédo todos
0S numeros racionais positivos cujo quadrado € menor que ou igual a 2 e (D) a
classe onde estdo todos os numeros racionais positivos cujo quadrado é maior
que 2. Primeiramente, temos um corte em Q, nesse caso? Veja que todo nimero
racional (positivo) esta em (E) ou (D) — basta que dado um numero racional
qualquer verifiqguemos se o quadrado de tal nimero é maior ou menor que 2.
Além disso, como r? < 2 < s? nos garante que r < s entdo temos, de fato, um
corte em Q.. Contudo, ndo existe um elemento de separacéo que pertence a Q..
Tal elemento que separa as duas classes seria 0 numero cujo quadrado é 2, mas
ja vimos no exemplo 3 que esse niumero nao é racional.

Portanto, o conjunto Q, néo é continuo e assim, descobrimos a razdo de
nao existir uma biunivocidade entre os conjuntos Q, e . Devemos, entéo,
ampliar o conjunto dos numeros racionais, criando um novo conjunto no qual
exista sempre o elemento de separacao de qualquer corte em Q.

Apesar do conjunto Q dos numeros racionais ser formado pela unido dos

conjuntos Q,,Q_e {0} (racionais positivos, negativos e 0 zero), estamos
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preocupados em entender esses numeros como uma medida, portanto, nos
referimos sempre aos racionais positivos, mas as mesmas caracteristicas que o

conjunto Q, apresenta, os racionais também apresentam.

7 NUMEROS REAIS

7.1 Definicao e Relacao entre os Conjuntos

Vimos que a reta € um conjunto continuo e que ndo podemos estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre ela e Q. Porém, temos uma
correspondéncia univoca e completa de Q na reta, ou seja, € como se na reta
existissem mais elementos do que no conjunto Q. O que vamos fazer agora é
definir um tipo de nimero que complete os niumeros racionais de modo a termos
uma correspondéncia biunivoca com os pontos da reta.

Assim, chamaremos numero real ao elemento de separacdo das duas
classes de um corte qualquer no conjunto dos nameros racionais. Se existir um
namero racional que separe as duas classes, 0 numero real coincidira com esse
namero racional; se ndo existir tal nimero, o numero real dir-se-& irracional.

Teremos, dessa maneira, uma biunivocidade entre os nimeros reais e 0s
pontos da reta.

Denotaremos o conjunto dos numeros reais por R.

7.2 Alguns Numeros Irracionais

No conjunto dos numeros racionais, a operacdo da radiciacdo €, muitas
vezes, impossivel de ser efetuada — na verdade, existem muitos mais casos onde
é impossivel do que onde é possivel. JA& no conjunto dos numeros reais

(positivos), essa operacao € sempre possivel. Senao, vejamos.
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Para encontrar a raiz n-ésima de um numero racional (positivo) a temos
qgue encontrar um racional b tal que b™ = a. E, muitas vezes, tal b ndo existe. Ja
no conjunto R, atacamos o problema de outra maneira: facamos em Q um corte
de modo que na classe (E) se encontram todos 0s racionais rtais que r" < a e na
classe (D), todos os racionais s tais que s™ > a. Esse corte em Q define um
namero real t que divide as duas classes. Esse t pode ser racional ou irracional.
Se ele for racional, deve ser tal que t™ = a; se for irracional, esse nimero é da
forma Y/a. Em ambos o0s casos, a raiz existe e a pergunta que se coloca, entio, é:

Sera que os nimeros irracionais séo todos da forma Va ?

A resposta € ndo. Um pouco adiante, mostraremos como gerar uma
infinidade de numeros irracionais diferentes desses. Existem alguns numeros
irracionais famosos muito usados na matematica: o « (razdo entre o perimetro da

circunferéncia e seu diametro) e o e, por exemplo.

7.3 Correspondéncia R « g

Na secao anterior, comparamos 0 conjunto dos numeros racionais com o
conjunto dos pontos da reta, tentando verificar se esses conjuntos sao
equivalentes. O que constatamos € que eles nao sao (devido ao fato do conjunto
Q nédo ser completo) e construimos um novo namero (o0 numero real) de modo a
superar essa nao biunivocidade.

Assim, baseado na nossa construcdo dos numeros reais, intuitivamente
podemos dizer que a correspondéncia entre 0s numeros reais e 0s pontos da reta
é biunivoca, isto é, existe uma equivaléncia entre os conjuntos R e £ (R & ).

Observe que estamos falando da equivaléncia entre conjuntos de
naturezas diferentes: um € um conjunto numeérico, 0 outro, um conjunto
geometrico. Podemos, portanto, a cada numero real associar um ponto da reta e

vice-versa.

Consideracoes finais
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Pelo que vimos, apresentar o conjunto dos nimeros reais como um simples
conjunto que engloba outros dois (racionais e irracionais) é reduzir a importancia
e relevancia desse assunto na matematica, além de desestimular os alunos
fazendo com que eles acreditem que a matemética € algo estatico e sem
necessidade.

Neste trabalho, apresentamos esses nimeros como uma criacdo humana
que surge de uma necessidade social — a medicdo. Nesse sentido, a matematica
torna-se mais atraente aos alunos, pois os faz ver que somos sujeitos da historia
e ndo simplesmente espectadores, uma vez que a mateméatica pode ser criada
por nés a partir de nossas necessidades.

Com a proposta apresentada nesse trabalho, entendemos que €
necessario e possivel ensinar os nimeros reais sem, simplesmente, classificar os
nameros em diferentes tipos, mas mostrando como a necessidade impde a
criagdo dos varios conjuntos numéricos. E possivel, ainda, discutir com os alunos
a existéncia de diferentes tipos de infinito e o que isso implica, por exemplo, no
estudo das funcdes.

Portanto, cabe a nds, professores de matematica do ensino médio,
mudarmos nossa postura no que diz respeito ao ensino da mateméatica. Nao
podemos mais repetir o que os livros didaticos nos “ensinam”. Temos que
aprender a ser leitores criticos desses livros que estdo por ai para que possamos

melhorar, de fato, o ensino de matematica nas escolas brasileiras.
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