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Resumo

Nesse trabalho trazemos para o leitor certos exemplos extraidos de um ramo em
Matematica conhecido como Geometria Algébrica — GA. Contrapomos seu carater
formalizante e estruturante com situagbes que conduzem o aluno a intuicdo e a
percepcdo visual de propriedades gréafico-geométricas. Nosso objeto matematico de
interesse sera o objeto curva algébrica plana. Mostraremos algumas possibilidades de se
obter a descricdo de seu traco no plano. Em todas as possibilidades de exploracdo desse
problema, a visualizacdo deve funcionar como elemento invariante a cada situacéo. Por
fim, os dados e argumentos evidenciados serdo sistematizados e constituirdo uma
técnica computacional para o ensino de Matematica (Computational Technique for
Teaching Mathematics - CT°M ) que se apoia no uso dos softwares Geogebra e no
Software de Computacdo Algébrica Maple. N&o obstante, indicaremos também certas

limitacbes de cada uma desses softwares.
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1 Introducao

Reconhecidamente, existem varios métodos matematicos com vistas a
obtencdo do traco ou o comportamento grafico de uma curva algébrica plana ou
equacdo definida por uma expressdo polinomial em duas varidveis, do tipo

f(X,Y)=0. Por outro lado, falamos sobre um problema complexo e antigo

(YATES, 1947), registrado ainda em varios compéndios de Histéria da
Matematica (EDWARDS, 1969). Ademais, nossa discussdo busca enfatizar a
tecnologia como um componente imprescindivel no tocante a mobilizacédo
preliminar de um entendimento do estudante.

Deste modo, apresentamos neste escrito alguns métodos matematicos que
permitem a construcdo de graficos e o traco de curvas parametrizadas. Muitos
deles pertencem ao Calculo e a Geometria Algébrica (Poligono de Newton, curva
de Bezier) e, por isso, exigem uma fundamentacdo maior no sentido de
explicar/justificar determinadas escolhas.

Assim, na proxima secdo, discutiremos uma aplicacdo do Calculo
Diferencial em Varias Variaveis. Alguns elementos distinguem o0s préximos
argumentos da tradicional abordagem dos livros de Calculo (ALVES, 2014a;
2014b). Tal fato é oriundo da exploracdo de propriedades conhecidas da familia
de polindbmios de Bernstein, formalmente definida por
B (1) :(injt‘ (1-t)™ :(ﬁ}i (1-t)"", com a condicdo que 0<i<n e t0[0,1].
Para concluir, descreveremos 0s elementos que buscam
sistematizar/fundamentar uma técnica para a exploragdo da tecnologia,
caracterizada pelo uso de softwares, que visa uma abordagem diferenciada para

conteudos matematicos académicos.
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2 Construcao do traco a partir do Calculo

Vamos, pois, considerar 0S pontos:
B=@30)R=(0,1)P,= €10)P,= (0 DP.,= (3, Neste caso, sabemos que 0s
polindbmios de Bernstein constituem uma base para a representacdo dessas
curvas. Deste modo, avaliamos os elementos da base a partir da expressao
obtida por ((1-t)+t)=10 ((1-t)+tY =2¥=1 o que produz as expressdes:
[(1-t)*,4t(1-t)’,8° (-t ¥,4° (:t t*. Doravante, escrevemos as seguintes
componentes de nossa curva a(t) =(x(t),y(t)) como combinacdo da base de

polindmios de Berstein:

X(t) =(1-t)'x3+ 4 (1t Yx O+ & (bt Fx € 1y & (3t ¥ 8t°x 3 12- 12
{y(t):(l—t)4xo+4(1—t)3x B 6 (Ft fx O & (&t ¥ £ Bt*x & t8- 12+ t
Deste modo, conseguimos a seguinte parametrizacdo a(t) =(x(t), y(t)).
Agora, temos o vetor velocidade a '(t) = (x'(t),y'(t)) = (24t - 12,24 - 24+ 4
e facilmente podemos efetuar/realizar o estudo do sinal de suas funcdes

componentes. De imediato, obtemos que 24-12= 0o t=1Z enquanto que

3-43 o = 3+4/3

24— 24+ 4= 0o t, =~ d,
6 6

Tabela 1: Descricdo do traco da curva a partir das componentes do vetor velocidade.

Vanrestho[%rjl:rL?metro t<t t,<t<l/2 1J2<t<t, t, <t
Estudo do sinal x'(t) - - + +
Comportamento de Decrescente | Decrescente | Crescente Crescente
X(t) < < - -
Estudo do sinal y'(t) + - - +
Comportamento de Crescente Decrescente | Decrescente | Crescente
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y(t) 1 ! ! 1
{T J,? 0 LA

Fonte: Elaboracéao propria

Vetor resultante

a't)=(x).y't)

Agora, com origem na tabela acima, convidamos o leitor ao entendimento
da figura abaixo. Assinalamos, todavia, que apenas recorrendo aos
conhecimentos do Célculo em Varias Variaveis - CVV, elaboramos a tabela
1(ALVES, 2014b). Com arrimo da figura 1, indicamos os vetores velocidade

relativamente a cada trecho de variacdo correspondente ao parametro t[0,1].
Com efeito, para t <t,, divisamos que o vetor resultante se descreve por "\.
Seguindo os valores crescentes do parametro, para o intervalo t, <t<1/2,
inferimos também, com origem no sinal das funcdes x'(t) e y'(t) que o
comportamento resultante é do tipo *. Ora, com origem na coluna trés,
relativamente ao intervalo 1/2<t <t,, inferimos que o vetor resultante se comporta
como \v. Por fim, no trecho t, <t, inferimos que o resultante obtido é do tipo .

Finalmente, a partir da informagdo desses vetores, podemos marcar as
regides (fig. 1) na tela do Geogebra, que enumeramos por 1,2,3 e 4. Desta
maneira, apresentamos na figura 1, os dados visuais relativos a parametrizacao
a(t) = (x(t),y@t)) = (12*-12+ 3,8°- 1P°+ # . Assinalamos neste caso que 0s
conhecimentos do Calculo em uma variavel foram reutilizados no contexto do
Calculo em varias variaveis. Na figura 1 indicamos ainda o traco restante da

curva, para valores do parémetrot — +o et - —oo .
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& Redefini

Ponto F Entrar...

>( / . b‘ @ O A \: asc aza| ([« (12a%- 12a + 3, 8a°- 12a* + 4a) (o
< — - 9| Ly ‘&‘7 N\ £ )

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
v v 0 =

’- Propriedades... Aplicar

~ Janela de Visualizacdo x| | ¥ Janela de Visualizagéo 2 x

e ]
a’(t) = (z/(1),y' (1))

-0.2 ) 0.2 0.4

Entrada: $ =

Figura 1: Obtencéo do traco de uma curva com o uso dos polinémios de Bernstein e o
Célculo

Por outro lado, com origem nesses pontos de controle, empregamos o
algoritmo de Casteljau na figura 1, ao lado esquerdo. Visualizamos, agora, 0
processo construtivo e de aproximacao por meio de uma familia de poligonais e
curvas de ordens inferiores que irdo compor, paulatinamente, a curva de Bezier
final, com quatro pontos controle. Forneceremos maiores detalhes desse
algoritmo na secédo seguinte.
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(9 Redefinir
Ponto N
(1-D@-D-HE-3)-B)+t((1-Yt+t A+ + (- -+ + D)+ LA -Y 1+ +35), (1 -D((1-D 2-20t+ (1 -7 - BN +1((1-Y (@ - -B) + 1 (-1 -+t (A
Propriedades... OK Cancelar Aplicar
t=0.56 P
—_— 19
051
1 -(' 0 /\/
35 M 0 1 2 3 1
A
Curva de Bezer 05
com 4 pontos controle
P4
-19
>
Entrada: J @

Figura 2: Explora¢éo de um método construtivo para a obtencdo da curva com o
Geogebra

Na préxima secdo, vamos apresentar os calculos empregados para a
obtencdo da construcdo dindmica que divisamos acima. Alertamos, todavia, que
os calculos pormenorizados podem ser encontrados em Vainsencher (2009) no
gue concerne o uso do Algoritmo de Casteljau. Na figura 2, indicamos em cor
azul, a curva de Bezier, parametrizada do seguinte modo: (x(t),y(t))=((1 - t) (1 - 1)
(Q-)B-3N)-t)+t(-A-)t+t(-L+t)))+t(@-)(-@A-D)t+t(-1+t)+t(A -
(1+t)+3t2), (1-t)(1-t)2-2t)t+ t(QA-t)2-12))+t((1-t)((1L-t)2-1)+t (-
(1-Dt+t(-1+1) ()

3 Curva de Pierre Bézier e os polinomios de Bernstein

Do ponto de vista histérico, o que hodiernamente é conhecido como curva
de Bezier foi objeto de um estudo quase concomitante, no contexto da industria
automotiva, por parte de um engenheiro da Renault, Pierre Bezier, como também,
por parte do matematico e fisico P. Casteljau (GUILLOT, 2008, p. 3). Seu uso
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pode ser evidenciado ha décadas em varios ramos de pesquisa (PRICOPIE &
UDRISTE, 2013; YANG, 2013), como em Mateméatica Aplicada, Industria
Automobilistica, Arquitetura e Design Computacional (DUCAN, 2005; FARIN,
1986; FORREST, 1972; WATT, 2000).

Por outro lado, nossa discussdo busca enfatizar uma abordagem para o
ensino de CVV, elegendo a visualizagdo como componente imprescindivel, tendo
em vista a mobilizacdo de um entendimento, por parte do estudante, de natureza
intuitiva e tacita. Para tanto, destacaremos o algoritmo de Casteljau, que permite
avaliar um ponto qualquer de uma curva de Bezier de grau ‘n’ que denotamos por
C".(t), correspondentemente ao parametro t [[0,1] (RISKUS, 2006).

O algoritmo Casteljau que é formalmente descrito do seguinte modo:

PI(t)=A-t) R (t) + tRL (1)
{Pf’ (t)=Ph
(1s r<neO<isn- r)(FARIN, 2002, p. 45). Ele foi empregado para a obtencéo

, com a condi¢cdo em que

da construcéo que indicamos na figura 2.

A descricdo anterior € comentada e aplicada, sem ulteriores implicacoes,

por Vainsencher (2009, p. 116-117). Sua abordagem é desenvolvida no contexto

7z

de estudo da Geometria Algébrica - GA. Seu intuito é explicado no seguinte

excerto:

As curvas de Bezier servem a um propésito semelhante, com certas
vantagens computacionais e estéticas. S8o dados o0s pontos distintos

B=(X,Y),P,=(X,,¥,),P;= (X3Y ... ,.P, = & ,y4 ), mas agora contentamo-

nos com uma curva racional que se “ajuste visualmente” a distribuicdo grafica
dos pontos.

Vale observar o apelo perceptual indicado acima por Vainsencher (2009).

Como indicamos no inicio, a familia de polinbmios de Bernstein, denotada por

a,n(t)z(?jti(l—t)”‘i:(i'(nnii)ljti(l—t)”‘i, admite e possui uma série de

propriedades formais que, se tornam visuais, na medida em que empregamos a
tecnologia.

Por exemplo, suas propriedades relativas a particdo da unidade, seu
carater de recursividade, propriedade de base para espaco vetorial, seu carater
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de positividade, seu carater de simetria, propriedades de aproximacéo de funcdes
continuas. Sua formulacéo foi devida ao matematico Sergei Natanovich Bernstein
(1880-1968), nascido em Odessa, na Ucrania.

Na figura 3, divisamos a aplicacdo da nog&o de polinbmios de Bernstein
para a descricdo do algoritmo de Casteljau, empregado massivamente na
industria automotiva. Vale observar que tal algoritmo, quando aplicado no espago
IR?, produz determinadas deformacées. Por outro lado, desde que o conjunto de
polindbmios de Bernstein constitui também uma base para o espaco vetorial das
funcdes de grau no maximo ‘n’ podemos, assim, descrever toda curva de Berzier

como uma combinacao desses elementos (como indicamos em (*)).

1¢5.~ 8Sous—Pdles d'uns ocourbs

1e5¢1e= D3finition des sous-pSles. Considdérons une cudbique des pdles

< A, B, C, D. Nous avons vu précéden-
ment que la consitruction par la métho-
D de des barycentres donnent les diffé-
) rents points L, M, N, I, J, P.
% L=2A
e B - B"‘s 1= XAL20ubute | | o
A LS M=2AB +lLC P WAMMLB »3AUCT LD
k c J= B4 2AC ALD ~
N=2C+UD
D

Considérons lo point P{ de paramdtres 12, et A, (aveo r+ A, 1)
(X, wvarie de O &4 1 et u, 1 & O, lorsque P ve en D).

Chorchons les pSles de la cubique P, D. Cette courbe dérive
de la cubique initiale AD par changement des paramétres.

Figura 3: Texto de P. Casteljau de 1963 que emprega a nogéo de polindmios de
Bernstein (ISMAIL, 2013, p. 9).

A abordagem de Casteljau é baseada na escolha de pontos de controle. De
modo sucinto, para um certo valor t[J[0,1], o algoritmo avalia e subdivide uma
curva de Bezier. Com recurso nesse instrumento conceitual, podemos conduzir o
aprendiz, passo a passo, na obtencdo de uma parametrizacdo. Nao obstante,
advertimos o grau de inexequibilidade do algoritmo sem um expediente que
empregue um software para o calculo dos procedimentos que dependem da
guantidade de pontos iniciais de controle (ALVES, 2014b). Ademais,

determinados calculos, tendo em vista uma descricdo dindmica com o software
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Geogebra, requerem a exploracdo de outro software que realize operagdes
algébricas (ALVES, 2013).

4 O método do poligono de Newton

Um interesse standard em GA consiste na descricdo do conjunto de
solugbes da equagédo do tipo f(X,Y)=0, em uma vizinhanca adequada da
origem. Em certo casos, conseguimos resolver claramente tal equa¢do. Em termo
gerais, se considerarmos f(X,Y)=0, como uma equacdo implicita de y em
funcdo de x, nem sempre € possivel calcular a solucédo de y por um processo de
aproximacédo que produz uma expansdo da solugcdo y em potencias de x. No
contexto do Calculo, empregamos por vezes o Teorema da Funcdo Implicita
(GUIDORIZZI, 2010).

Vamos considerar agora a curva X°® - X?Y®-Y®=0. De acordo com o
método comentado por Vainsencher (2009, p. 40-41), observamos a presenca

dos monémios: X° X?Y®Y® e, em seguida, consideramos o0s seguintes

segmentos: AB,BC,AC (ver fig. 4, ao lado esquerdo). Agora, com o auxilio do

software, obtemos as variagbes correspondentes ao parametro 0<t<1 e,

correspondentemente aos pontos do suporte dessa curva
A(f):{(6,0),(2,3),(0,5}) obteremos, pois, o diagrama de Newton e, dai, com o
auxilio do software Geogebra, apresentamos 0s segmentos parametrizados. Por
exemplo, no caso de (2,3),(0,501 (+t )(2,3*t (0,5 que designa o segmento AC.
Assinalamos ainda que os pontos que indicamos ha pouco A, B e C foram obtidos

diretamente das potencias das variaveis X °, X 2Y ®)Y°.
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Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Curva Implicita d Ponto J Entrar...
Implicitafxs - 33y - ys 7 - &
N Al A~ % ~. @ (j . o || [Curvalimplicitafx® - X y* - y5] (-6 + Bt, (6 - BYAE S 5) H [@)e
e =2 e/ . * N\ 2 ]
- - . : g : : | [_Propriedades.. Jplicar | N [ Propriedades.. | licar | —
¥ Janela de Visualizagio
B
AC
4
% Redefinir._[X]
Ponto H
(2t, 2t)
o Propriedades...
Entrada: s @

Figura 4: Visualizando o poligono de Newton com o Geogebra e a descri¢cdo do traco de
uma curva algébrica

E nitido na figura 4, ao lado direito, certas imperfeicdes oriundas no esboco
do traco desta curva (restrito apenas aos pontos proximos da origem). Com efeito,
quando lidamos com uma curva algébrica em que comparecem muitos mondémios
do tipo X°Y#, com (a,8)0INxIN, obteremos muitos pontos no plano e o seu
suporte pode ser visualizado, todavia, a descricdo de cada trecho correspondente,
com o Geogebra, pode ser tornar uma tarefa fastidiosa. Os detalhes sobre a
consisténcia do método podem ser conferidos em Vainsencher (2009).

Em alguns casos classicos, envolvendo o estudo de curvas
recorrentemente abordadas nos livros de Calculo, registramos as limitacbes do
método da descricdo do traco, com origem em seus pontos suporte. Com efeito,
sabemos que o0 Folium de Descartes admite uma parametrizacdo racional,

discutida em 1638 por Descartes (EDWARDS, 1969). Sua descricdio em

coordenadas é indicada por g(X,Y)=X®+Y®-6XY =0. Na figura 5, indicamos
rapidamente o seu suporte  A(9)={(3,0),(0,3),,}) mas, todavia,

correspondentemente ao segmento BA determinado pelos mondémios X°Y° e
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X°Y?, a parametrizacdo do trecho (ao lado direito) e coincide com o tragado real
da curva, obtido neste caso a partir do uso de uma parametrizacéo racional.

Arquivo Editar Exibir Op¢Ges Ferramentas Janela Ajuda Curva Implicita a Entrar...

[ | Curvalmplicital® + y* - 6x y] »
A R D. @ 4(,‘. y ABC || a=2
’ ® //:' —s v ®v ¥ oL N v v ‘%’v : : o &
i} Propriedades... Aplicar
¥ Janela de Visualizacdo X| | ¥ Janela de Visualizagao 2 X

& el

X*4+Y?*—6XY=0

X*4+Y?*—-6XY=0

25 3 35

0 0‘.5 ; 1:5 2 2?5 3 -1

Entrada: @

Figura 5: Visualizando o poligono de Newton de uma curva com o Geogebra

Vamos considerar, agora, a curva X*+4Y?-4XY +17X - & - 4= Oe com

origem nesta equacao, isolamos 0Ss termos:
XY, AX Y2 -4X Y AIXY O - X Y '+ 4X ¥ %0 que descreve os seguintes pontos
do seu suporte: (2,0);(0,2);(1,1);(1,0);(0,1);(0,0) IR*. Na figura 6, indicamos cada

segmento determinado por esse conjunto de pontos. Vale assinalar, por exemplo,

gue ndo conseguimos determinar o traco correspondente com a expressao
X?+4Y?.  Por outro lado, quando tomamos a  expressdo
4Y? - 4XY O 4% - 4XY = 0 e podemos escrever Y — X =00 (t,t) 0 que ndo possui

um comportamento sobre o trago abaixo.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Curva Implicita a Entrar...

I Curvalmplicital® + 4y* - 4xy + 17x- 9y - 41] >
.Ai‘/{’:'/’: I>.’: ®7 O"Al‘x“ Asc—:_‘;l—: ‘%7 Jr’

Propriedades  Cancelar Aplicar s
v Janela de Visualizacdo X | ¥ Janela de Visualizagao 2

LE s

t=015 a4
— X2 44Y? —4XY+17TX -9Y—-41=0

X2 ay?

05 X2o9y

17X -4l

05 0 05 1 15

Entrada:

Figura 6: Situagdo em que o diagrama de Newton manifesta certas limitagdes do ponto
de vista computacional

Na figura 6, ao lado direito, visualizamos o trago desta curva obtido com
comandos simples do Geogebra. O carater proficuo dessa situagdes (ver figuras
4,5 e 6) se manifesta na medida em que lidamos com problemas e imperfeicées
de um modelo, seja ela o formal da Matematica ou ainda o modelo computacional.
Tendo em vista esta e outras situacbes passiveis de serem exploradas no
contexto de ensino académico, na proxima secao, tracamos alguns elementos
estruturantes de uma proposta de abordagem que se funda no uso também da

tecnologia.
3 Técnica computacional para o ensino de Matematica CT°M :

Nas secOes anteriores, trouxemos alguns exemplos que envolvem o trato
de certas curvas, descritas na forma implicita que podem ser descritas de forma
parametrizada. O elemento invariante, relativo a cada situagdo problema diz
respeito ao potencial de visualizacdo e a interpretacdo qualitativa do objeto
pretendido, na condicdo em que exploramos a tecnologia atual.

E nosso caso, exploramos e indicamos elementos que se mostram
inexequiveis de se tornarem elementos de uma andlise, tendo em vista um

entendimento heuristico de cada problema. Ademais, em cada caso,
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apontamos/registramos o0 modelo matematico formal sobre o qual assentamos e
fundamentamos todas as ilagoes produzidas nas secdes anteriores.

Sem perder de vista nosso principal objetivo que refere-se ao ensino,
apoiado na visualizacdo de conceitos académicos, indicamos/sistematizamos 0s
seguintes aspectos:

(i) determinada teoria formal a qual possibilita 0 emprego de técnicas e/ou
algoritmos extensos que exigem o uso de um Computational Algebraic System -
CAS; (ii) certas construcbes grafico-geométricas que permitem a exploracdo do
movimento e da dinamicidade dos objetos em questdo; (ii) dado a natureza
intrinseca dos objetos e suas respectivas representacdes 2D ou 3D, empregamos
um CAS; (iv) o uso de dois softwares possibilita situagdes do tipo 2D - 3D ; (v) 0
uso de dois softwares possibilita situacdes do tipo 3D - 2D ; (vi) com 0 uso da
tecnologia impulsionamos a apreensdao perceptual de propriedades
reconhecidamente intrincadas.

Esses elementos permeiam/guiam todas as acdes executadas nas secoes
anteriores, que envolvem grande preocupa¢do com a visualizacdo, a apreensao
perceptual e o entendimento tacito e primario de conceitos complexos (ALVES,
2013). Destarte, podemos proporcionar um cenario de aprendizagem, cujo
elemento inicial e impulsionador da compreensao do aluno reside na intuicao, e
nao apenas no raciocinio formal cifrado matematico.

Como indicamos nas secdes anteriores, 0 trato eminentemente algébrico
desse conteudo garante a validade e a consisténcia das inferéncias mobilizadas,
conguanto que ndo sustenta, seguramente, um aprendizado e entendimento
heuristico de cada situacdo. Ademais, as limitacdes da tecnologia aqui apontadas
servem como elementos que instigam nova investigacdo por parte dos

aprendentes.

4 Consideracoes finais

O contetado de curvas algébricas planas possui espaco recorrente em
qualquer disciplina de Célculo a Varias Varidveis. Por outro lado, a
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desconsideracéo da tecnologia atual para a sua abordagem desse assunto finda
por envidar uma acao didatica que tende a perpetuar o formalismo e a repeticao
pouco refletida, por parte dos estudantes, do receituario transmitido pelo expert no
locus académico.

Por outro lado, nas situagdes discutidas nas secfes anteriores, indicamos
um modus de exploracdo da tecnologia, tendo em vista o entendimento grafico-
geomeétrico de certos métodos matematico que produzem o comportamento de
curvas no plano. Deste modo, exploramos propriedades do Célculo e da familia
de polinbmios de Bernstein. Indicamos também a aplicacdo do algoritmo de
Casteljau que subdivide a curva de Bezier e, por fim, comentamos o método do
poligono de Newton tendo o0 mesmo fim.

Ora, no que concerne a sua exploracdo em sala de aula, evidenciamos
limitagBes, na medida em que buscamos o uso de dois softwares de Matematica.
Sua abordagem em uma perspectiva de complementaridade (ALVES, 2013) se
justifica, na medida em que, cada um deles, quer seja 0 Geogebra, quer seja o
CAS Maple, apresentam limitacdes no tocante a execucdo de algumas tarefas
relatadas nas secdes passadas.

Vale assinalar que parte dos problemas indicados aqui sado oriundos de
uma tentativa de exploragdo e visualizacdo de objeto, cuja natureza é
reconhecidamente complexa. De fato, quando lidamos com uma Matematica
elementar o software Geogebra, por exemplo, costuma manifestar boa
performance relativamente a execucao de suas funcgdes.

Por fim, o CT?M constitui uma técnica de abordagem que pode alicercar
um ensino que valoriza a intuicdo com origem na visualizacdo de conceitos
cientificos matematicos. Na propria Historia da Matematica registramos forte
énfase de matematicos profissionais, no sentido de “ver” ou “enxergar’
propriedades e teoremas matematicos.

Ora, 0 método que propomos aqui, que envolve a exploracdo em carater de
complementaridade de dois softwares, possibilita também a exploracdo didatica
de suas limitagcbes, tendo em vista o confronto e o debate cientifico em sala de
aula. Deste modo, o debate dialégico pelo grupo de alunos e o expert pode e
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deve ser pautado no esfor¢co de solucédo e investigacao de problemas, bem como

na identificagcdo dos limites dos instrumentos utilizados em tal estudo.
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