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Resumo

Este texto é oriundo de um trabalho de investiga¢do sobre o ensino e aprendizagem do conceito de
fungdo com uma abordagem dinamica de covariagdo, desenvolvido no Programa de Pds-Graduagdo
em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias da Universidade do Estado de Santa Catarina. Para
tanto, o referencial tedrico apresenta a forma como o conceito de funcao vem sendo abordado e a
necessidade de se disponibilizar aos alunos atividades em contextos dindmicos, ou seja, por meio de
objetos de aprendizagem a partir dos quais o estudante possa prever, por intermédio de situagGes-
problemas, o comportamento de grandezas que se modificam ao longo do tempo. Nessa perspectiva,
desenvolvemos um produto educacional, um material ndo convencional como o livro didatico, mas
sim, um livro dindmico, denominado “COVARIACAO E O CONCEITO DE FUNCAO: objetos dindmicos”.
Nele estd inserido atividades que permitem explorar diferentes representa¢des de um mesmo objeto
matemadtico conectados de maneira dinamica e vinculados ao raciocinio covariacional. Uma das
atividades desse produto educacional foi experimentada em uma turma de Ensino Médio. Os
resultados alcancados indicam contribuicbes positivas desse produto educacional para o
desenvolvimento do raciocinio covariacional do aluno, no que tange a aprendizagem do conceito de
funcdo. Além disso, as atividades inseridas no livro, possuem a intencionalidade de proporcionar, além
de simulacdo de situagGes-problemas, a transformacdo concomitante de diferentes registros de
representacdo semidtica, permitindo ao aluno, articular a visualizagdo e a experimentagdo em um
mesmo ambiente, ou seja, na mesma janela de visualizagao, algo que no ambiente do lapis e do papel
seria limitado.

Palavras-chave: Conceito de funcdo; Covariacao; GeoGebrabook.
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Abstract

This text comes from research work on teaching and learning the concept of function with a dynamic
covariation approach, developed in the Postgraduate Program in Science, Mathematics and
Technology Teaching at the State University of Santa Catarina. To this end, the theoretical framework
presents the way in which the concept of function has been approached and the need to make
activities available to students in dynamic contexts, that is, through learning objects from which the
student can predict, through of problem situations, the behavior of quantities that change over time.
From this perspective, we developed an educational product, a non-conventional material such as a
textbook, but rather a dynamic book, called “COVARIATION AND THE CONCEPT OF FUNCTION: dynamic
objects”. It includes activities that allow you to explore different representations of the same
mathematical object, connected in a dynamic way and linked to covariational reasoning. One of the
activities in this educational product was tried out in a high school class. The results achieved indicate
positive contributions of this educational product to the development of the student's covariational
reasoning, regarding learning the concept of function. Furthermore, the activities included in the book
have the intention of providing, in addition to simulating problem situations, the concomitant
transformation of different registers of semiotic representation, allowing the student to articulate
visualization and experimentation in the same environment, i.e. , in the same viewing window,
something that in the pencil and paper environment would be limited.

Keywords: Function concept; Covariation; GeoGebrabook.

Resumen

Este texto surge de un trabajo de investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje del concepto de
funcidon con un enfoque de covariaciéon dindmica, desarrollado en el Programa de Postgrado en
Ensefianza de Ciencias, Matematicas y Tecnologia de la Universidad Estadual de Santa Catarina. Para
ello, el marco tedrico presenta la forma en que se ha abordado el concepto de funciéon y la necesidad
de poner a disposicion de los estudiantes actividades en contextos dindmicos, es decir, a través de
objetos de aprendizaje a partir de los cuales el estudiante pueda predecir, a través de situaciones
problematicas, el comportamiento de cantidades que cambian con el tiempo. Desde esta perspectiva,
desarrollamos un producto educativo, un material no convencional como un libro de texto, sino mas
bien un libro dindmico, llamado “COVARIACION Y EL CONCEPTO DE FUNCION: objetos dindmicos”.
Incluye actividades que permiten explorar diferentes representaciones de un mismo objeto
matematico, conectadas de forma dinamica y vinculadas al razonamiento covariacional. Una de las
actividades de este producto educativo se probd en una clase de secundaria. Los resultados alcanzados
indican aportes positivos de este producto educativo al desarrollo del razonamiento covariacional del
estudiante, en lo que respecta al aprendizaje del concepto de funcidon. Ademads, las actividades
incluidas en el libro tienen la intencion de proporcionar, ademas de simular situaciones problematicas,
la transformacion concomitante de diferentes registros de representacién semiodtica, permitiendo al
estudiante articular visualizacidn y experimentacién en un mismo entorno, es decir, en el mismo
visionado. ventana, algo que en el entorno del lapiz y papel seria limitado.

Palabras claves: Concepto de funcion; Covariacién; Libro GeoGebra.

1 Introdugdo

O conceito de funcdo pode ser entendido como a variacdo dos valores de duas
guantidades que ocorre simultaneamente. Essa compreensdo exige do aluno um raciocinio
covariacional, isto é, a “capacidade de alguém pensar em uma imagem sustentada de valores
de duas grandezas (magnitudes) simultaneamente” (Thompson; Carlson, 2017, p.426,
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traducdo nossa). Para que isso ocorra, é necessario proporcionar atividades em contextos
dindmicos, ou seja, por meio de objetos de aprendizagem a partir dos quais o estudante possa
prever, por intermédio de situacdes-problemas, o comportamento de grandezas que se
modificam ao longo do tempo.

O autor 1, professor de Matematica no Ensino Médio hd mais de dez anos, tem
percebido que os recursos pedagodgicos utilizados para ensinar funcdo sdo: o método cldssico
no ambiente do |4pis e do papel e softwares educacionais para visualizacdo de graficos. No
entanto, esses recursos nao oferecem todas as possibilidades que um software de geometria
dindmica, como o GeoGebra?, dispde. Nele é possivel simular o que uma determina situacdo-
problema sugere e ainda possibilitar ao estudante investigar, avaliar, prever e validar suas
hipdteses, auxiliando-o na construcao de significados e possibilitando a ele raciocinar
covariacionalmente.

Outro aspecto relevante no ensino e aprendizagem de func¢do é a abordagem que os
livros didaticos brasileiros de Matematica apresentam. Inicialmente, define-se relacdo com
base no produto cartesiano para, depois, chegar ao conceito de fun¢do. Assim, é levado em
conta o formalismo algébrico, muitas vezes negligenciando-se a intuicdo associada a esse
conceito. Diante desse panorama, cabe aos autores e professores de Matemadtica a exploragao
de abordagens alternativas no Ensino Médio, reconhecendo que o raciocinio desempenha um
papel t3o crucial quanto o formalismo. Corroborando com essa ideia, Avila (2006, p.38) afirma
que:

O ensino de fun¢des, como vemos em varios livros, [...] esta carregado de
terminologia e notacdo, de maneira artificial e descontextualizada. O excesso
de “conjuntos” continua presente em varios livros, “entulhando” o curriculo.
Tudo isso pode ser reduzido substancialmente e com vantagens,
beneficiando o bom aprendizado das ideias matematicas. S3o as ideias que
devem ser enfatizadas, a linguagem e a notagdo somente quando necessarias
para o objetivo de introduzir novas ideias.

Da mesma forma, Andrade e Kaiber (2014), cerca de dez anos depois, apontam que:

A introducdo do conceito de fun¢do aos estudantes da Educacdo Basica
continua sendo realizada considerando a ideia de par ordenado e no
estabelecimento de relagdes entre conjuntos. Ainda, essa abordagem
baseada na teoria dos conjuntos aliada a tradicional organizacdo linear do
curriculo de Matematica transformou o estudo das fung¢des, no Ensino Médio
[...] em algo extremamente formal e abstrato (Andrade e Kaiber, 2014, p. 2).

Na pratica docente, observa-se o desafio enfrentado pelos alunos ao interpretarem as
situacBes apresentadas por fungdes. Possivelmente uma das dificuldades reside ao fato de
gue, ao utilizar um material que se limita a representacao algébrica, a percepcao do estudante
sobre fungdes tende a tornar-se estatica em relacdo a situa¢des de experimentacao dinamica.
Em outras palavras, é dificil para o estudante compreender a natureza dinamica de uma
fungdo, a menos que considere valores de duas quantidades variando simultaneamente.

Dentro desta perspectiva, nos questionamos: de que forma objetos de aprendizagem,
no GeoGebra, possibilitam explorar o conceito de funcdo na perspectiva da covariacao?

4 https://www.geogebra.org
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Ao cursar o mestrado em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias no Programa
de Pds-Graduacado da Universidade Estadual de Santa Catarina (UDESC), o qual tem o objetivo
de promover qualificacdo profissional, mediante estudos e reflexdes tedrico-conceituais,
tedrico-metodoldgicos e pratico-pedagdgicos, além de capacitar os mestrandos para a
elaboracdo e utilizagdo de distintos recursos didaticos, baseados em perspectivas pedagdgicas
inovadoras, tive a oportunidade de pesquisar sobre essa tematica e criar um produto
educacional ndo convencional como o livro didatico, mas sim um produto que contempla, em
um mesmo ambiente, a interacdo e a visualizacdo dindmica. Assim, o professor contara com
mais uma alternativa para explorar ideias referentes ao conceito de fungao, possibilitando o
despertar do raciocinio covariacional.

Esse produto educacional é um livro dinamico, ou seja, nos objetos de aprendizagem,
a partir da simulacdo, acontecem mudancas na representacao tabelar ou gréafica, que ndo
ocorrem no ambiente estatico lapis e papel, propiciando caracteristica importante desse tipo
de recurso, como “fato de se integrarem dinamicamente, numa mesma pagina, as diferentes
representac¢des dos objetos da Matematica. Ou seja, quando se esta explorando um objeto
matemadtico, as diferentes representacbes desse objeto ndo apenas aparecem
simultaneamente, mas se apresentam conectadas”(Nébriga; Siple, 2020, p.90).

Ele foi elaborado na opgao de livro on-line disponibilizado no site do GeoGebra,
denominado como GeoGebraBook. Este livro, foi intitulado “COVARIACAO E O CONCEITO DE
FUNCAO: objetos dindmicos®”. Para ter acesso basta utilizar o link do produto educacional,
pesquisar pelo nome do produto no préprio site do GeoGebra ou até mesmo pesquisando no
Google. Assim, o professor/usuario, ao acessar o livro, encontrard uma pagina inicial (Figura
1) e poderad se direcionar ao capitulo desejado. Além disso, podera salvar os arquivos e utiliza-
los de modo off-line. A forma de utilizar/explorar os recursos ndo precisa ser linear, o usuario
pode escolher a maneira em funcado dos seus préprios interesses e objetivos.

Figura 1: Layout da pagina inicial do produto educacional
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< A COVARIACAO E O CONCEITO DE FUNCAQ: objetos dindmicos

APRESENTAGAO Autor: Jeferson Lima

R Produto Educacional desenvolvido por Jeferson Moizés Lima, sob orientagio de Ivanete Zuchi Siple e Rogério de Aguiar, no
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& dissertacao: "Conceite de Funcdo e Covariagdo: objetos de aprendizagem dindmicos para Ensino Médio™

BOLAS DE GOLFE

SUDESC

ALTURA DO EDIFICIO a6 A o

CAIXA D'AGUA COVARIAGAO E o
CONCEITO DE FUNGAO:
ALUGUEL DE BICICLETAS objetos dinémicos.

JefrsanM_ Lim,Iarete . Sipee Rogrinde Aguiar

REPRESA DE AGUA

LANCAMENTO DE PROJETEIS
Tabela de Contetdos
SINALIZADOR .
APRESENTACAO

MANUAL Apresentagio

DEIXE SUA OPINIAO Sobre os autores

Descrigdo do Produto Educacional
REFERENCIAS

Fonte: Lima, 20193, p. 72.

5 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/qdk8tjem Acesso em: 11 ago de 2023.
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A escolha do software GeoGebra para a elaboracdo deste material foi motivada pelas
potencialidades das ferramentas que oferece para o desenvolvimento de objetos,
possibilitando a integracdo dindmica de suas representacées. Conforme Nobriga e Siple (2020)
afirmam, a compreensao do termo "dinamico" refere-se a algo que se modifica de maneira
continua, e no GeoGebra, essa dinamicidade estd associada ao principio de manipulagao
direta. Dessa forma, ao manipular o objeto com o auxilio do mouse ou do touch screen, é
possivel visualizar os efeitos dessas acGes, o que contribui para a percep¢do das relacbes e da
transigdo entre as diferentes representagoes.

Nesse contexto, as atividades inseridas nesse livro contemplam uma situacao-
problema, um applet e uma sequéncia de questdes. Para tal, foram utilizadas e adaptadas
atividades do livro “Matematica: 1° ano” de Santos e Inafuco (2017), utilizado pelo primeiro
autor em sala de aula. Os applets foram desenvolvidos para cada situacdo-problema,
propostos para serem utilizados no ensino e aprendizagem do conceito de fungao, vinculados
ao despertar do raciocinio covariacional dos estudantes no Ensino Médio.

A experimentac¢do envolveu alunos do primeiro ano do Ensino Médio em uma escola
catarinense, focando em uma situacdo-problema relacionada a taxa de varia¢dao do nivel de
agua em um copo cilindrico em funcdo do numero de bolas presentes. A escolha dessa
situacdo decorreu do estdgio inicial dos estudos dos alunos sobre funcdes. O objeto de
aprendizagem utilizado para simular essa situagao-problema foi selecionado para facilitar a
compreensao do conceito de fungdo sob a ética de variagdo, pois estdo associados a eventos
dinamicos.

A andlise dessa experimentacdo teve suporte tedrico para constituicdo do produto
educacional e para relevancia da atividade proposta por Carlson et al. (2003) e a teoria de
representacdo semidtica a luz de Raymond Duval (2015), a qual podera ser consultada na
dissertacdo que se refere esse Produto Educacional, intitulada: “OBJETOS DINAMICOS DE
APRENDIZAGEM PARA EXPLORACAO DO CONCEITO DE FUNCAO NA PERSPECTIVA DA
COVARIACAQ” (Lima, 2019b).

2 Metodologia

Caracterizagdo e Contextualizagdo da Pesquisa

Esta é uma pesquisa de carater qualitativa Bogdan e Biklen (1994) visto que esta
abordagem ndo se preocupa com a quantificagdo dos objetos de estudo, mas sim, com o
aprofundamento da compreensdo de dados coletados. Trata-se de um recorte de uma
pesquisa desenvolvida em nivel de pds-graduacdo, sob coordenacdo do primeiro autor e
orientacdo da segunda autora, cujo objetivo geral era investigar de que forma objetos de
aprendizagem, no GeoGebra, possibilitam explorar o conceito de fungdao na perspectiva da
covariagao.

De fronte a isso, estabeleceu-se alguns objetivos especificos, dentre os quais, a
implementacgao de situagdes-problemas, retiradas do ambiente estatico do livro e utilizado
pelos participantes da pesquisa, para adapta¢do ao ambiente do GeoGebra em Atividades, um
recurso para ser utilizado de forma on-line. Dessa forma, foram construidos objetos de
aprendizagem para aplica-los aos alunos e investigar além das aprendizagens por eles
propiciados (o conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo) o funcionamento desses
objetos no ambiente do GeoGebra.
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Contexto da Prdtica

O objeto de aprendizagem foi aplicado em uma turma de 1° ano do Ensino Médio, no
primeiro semestre de 2018, em uma escola catarinense, com 36 alunos, grupo em que o
pesquisador era professor de Matematica e cujos responsdveis expressaram concordancia na
participacdo na pesquisa por meio do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido.

A aplicacdo do objeto de aprendizagem foi realizada em dois momentos. O primeiro
consistiu no cadastro dos alunos na plataforma do GeoGebra, inclusdo dos seus usuarios na
ferramenta Grupo, a qual o seu funcionamento esta descrito em Lima (2019b, p. 48), em um
tempo de 50 minutos. Para este momento foram utilizados pelo pesquisador: projetor
multimidia, internet e quadro de vidro para explicar como os alunos iriam proceder para sua
inclusdo no Grupo criado para esta pratica. Apds as explicacdes, foi solicitado aos alunos que
possuiam equipamento digital (notebook, tablet e smartphone) que utilizassem a sala de aula
em frente ao laboratdrio e aos que ndo possuiam que permanecessem no laboratério de
informatica. Dezesseis alunos possuiam material digital e vinte ndo. Esta divisdo dos alunos
ocorreu para que fosse possivel verificar o funcionamento do objeto de aprendizagem nos
dispositivos méveis e nos computadores de mesa. Como a sala de aula era em frente ao
laboratdrio, o professor pode circular entre os dois ambientes observando os alunos e fazendo
os registros necessarios no diario de bordo.

O segundo momento, em dois tempos de 50 minutos cada, consistiu na realizacdo da
atividade e da discussdao com o grupo sobre o feedback dado pelo professor quanto as
respostas elaboradas pelos participantes. Esse feedback era acessado pelos participantes da
pesquisa no perfil individual de cada um na plataforma do GeoGebra.

Para coleta dos dados da experimentacdao foram efetuados: observacdo com registro
em diario de bordo (caderno onde escrevemos as informacOes relevantes a pratica
(quantidades de participantes, quantos utilizaram computador, quantos notebooks, quantos
tablets, quantos celulares, discussdao entre os participantes, entre outras), registro das
resolucbes desenvolvidas pelos alunos que ficaram armazenadas na ferramenta Grupo do
GeoGebra on-line no perfil do pesquisador e registros fotograficos.

O objeto de aprendizagem utilizado na pratica recebeu o nome de “Bolas de Golfe”®
(Figura 02). A pratica teve dois propositos, analisar o funcionamento operacional da Atividade
na plataforma on-line do GeoGebra e o raciocinio covariacional dos participantes durante a
realizacdo da atividade proposta, a qual teve como objetivos: a identificacdo de varidveis
envolvidas; a visualizacdo da funcdo em diferentes registros de representacdo; o
estabelecimento de conjecturas com base na simulacdo apresentada e a obtencdo da lei de
formacao da funcao.

b Link de acesso em: https://www.geogebra.org/m/bjhQXu9V Acesso em: 05 de ago. de 2023
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Figura 2 — Objeto de Aprendizagem - Bolas de Golfe

GeaGebra <

B «——— Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas de golfe idénticas em um copo com dgua até certo ponto e medir o
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menor gue o original. A taxa média com relagio ao nivel da
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Fonte: Proprio autor, 2023.

As questdes propostas foram elaboradas pelo autor e configuradas em trés etapas.
Entretanto antes de respondé-las os alunos deveriam fazer a leitura da situacao apresentada
(Figura 2 —A). Apds esse momento, precisariam clicar no botao “Animagao” (Figura 2 —B) para
gue a simulacdo iniciasse e pudessem apreciar as bolas de golfe cairem no tubo cilindrico.
Nesse mesmo instante seria possivel “ver” o nivel da dgua sendo alterado e, no mesmo
instante a representac¢do dessa alteragdo sendo apresentada em tabela, que mudava a cada
bola que caia. Também foi possivel verificar essa mudanca graficamente. Os alunos poderiam
parar a simulagdo clicando no botao “Parar Animag¢dao” (Figura 2 — C) ou ainda reiniciar,
clicando no botdo “Reiniciar” (Figura 2 — D).
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Modo de andlise dos dados

Para analise do funcionamento do objeto de aprendizagem foram utilizadas as
observacdes registradas no diario de bordo do pesquisador. Quanto a analise dos registros
escritos pelos participantes, armazenados na ferramenta Grupo, foram levados em
consideragcdao o quadro conceitual proposto por Carlson et al. (2003) e a teoria de
representacdo semidtica a luz de Raymond Duval (2015). Vale reforcar que o objetivo desta
analise era levantar indicios se o objeto de aprendizagem proposto na experimentacao
contribuiria para a compreensao do conceito de funcdo no viés do raciocinio covariacional. Os
participantes foram referidos, quando necessario, por identificadores A (1, 2, 3, ...,36) com
objetivo de preservar as suas identidades.

3 Discussdo dos resultados

Em relacdo ao acesso no objeto de aprendizagem, o objetivo foi atingindo, pois
notamos que os alunos ndo encontraram dificuldades ao se cadastrarem na plataforma on-
line do GeoGebra para acessar esse objeto. O fato de todos os alunos possuirem um e-mail
pessoal facilitou a criagdo de perfis individuais para cada um.

A aplicacdo do objeto de aprendizagem levou a constatacdo que a Atividade funcionou
adequadamente tanto nos computadores de mesa, com os alunos que utilizaram o laboratério
de informatica, quanto com os alunos que utilizaram o tablet e smartphone (Figura 03). Ou
seja, a execucdo aconteceu satisfatoriamente e os alunos puderam visualizar as simulagdes e
representacdes matemadticas propostas na atividade.

Figura 3: Alunos acessando as folhas de trabalho em computador de mesa, tablet e smartphone

B
Fonte: Lima, 2019b, p. 72.

Outro fator importante que constatamos, se refere a simulacdo das situagbes-
problema propostas. Ao contrario do livro fisico, no qual essas situagdes sdao estaticas, no
ambiente do GeoGebra, os alunos conseguiram visualizar dinamicamente o que estava
ocorrendo. Além disso, de maneira concomitante, puderam perceber os diferentes registros
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de representacdo do objeto em questdo. Isso proporcionou uma experiéncia mais rica e
interativa, permitindo uma melhor compreensao das relagdes matematicas envolvidas.

Esse resultado sugere que os objetos de aprendizagem no GeoGebra tém o potencial
de facilitar a exploracdo do conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo. Isso ocorre
porque, no momento em que o aluno visualiza, por exemplo, as bolas de golfe caindo no
cilindro e, como consequéncia, o nivel da dagua se alterando, é possivel perceber
dinamicamente essas mudancgas na simulacdo, na representacdo tabelar e na representacao
grafica. Essa abordagem, apresentando diferentes representacdes de um mesmo objeto
matematico, pode favorecer a compreensao do conceito de funcdo pelos alunos. Além disso,
Duval (2017) sugere que sejam disponibilizadas aos alunos atividades que requeiram, sempre,
a mobilizagdo sinérgica de dois, as vezes de trés registros de representagcao. Esse fato se
comprova em andlise as respostas dos alunos A1, A3 e A7 (Figura 04) em que cada um deles
parece ter utilizado um tipo de representacdo para responder ao questionamento.

Figura 4: Resposta escrita pelos participantes Al, A3 e A7.

Al

A 9 em, de acordo com a mediclo Apréesentads na anmacao

— A3

A O nibvel inicial da agua e ¥ cm conforme representado na '.-535'51

N

A7

% cm € o nivel micial da agua representado graficamente
A

T

Fonte: Acervo do autor 1.

Respostas dos Participantes

Foram selecionadas as respostas que poderiam prover informacées para andlise de um
material que favoreca a compreensao do conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo, ou
seja, atrelado ao raciocinio covariacional, constituindo assim, o corpus da investigacao.
Categorizamos (Quadro 01) a sequéncia de questGes contidas na atividade em cinco
categorias levando em consideragao o quadro conceitual proposto por Carlson et al. (2003).
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Quadro 1: Descricdo dos agrupamentos relativos as perguntas e as categorias

Categorias Questdes Propostas
A Quiais as varidveis envolvidas no experimento?
Qual o nivel inicial da dgua?
B Qual a taxa de variacdo média do nivel da agua em relagdo ao nimero de bolas
de golfe?
C Os dados da simulagdo foram representados graficamente. O nimero de bolas

de golfe representa uma variavel independente. Dessa forma o intercepto, no
eixo, que representa o nivel da agua é de quantos centimetros? Justifique.

D Analisando as representacGes (em tabela e gréfica), da simulagdo, vocé
consegue estabelecer uma relagdo entre o nivel da dgua e o nimero de bolas.
Essa relagdo é uma funcdo? Justifique.

E possivel adicionarmos mais uma bola de golfe no copo? Justifique.

E Se repetissemos a simulagdo, porém com um copo de vidro diferente e supondo
gue o novo copo de vidro terd um raio menor que o original. A taxa média com
relacdo ao nivel da agua muda? Justifique.

Fonte: Préprio autor.

Na categoria A, constatou-se que dos 36 participantes da pesquisa, 35 conseguiram
identificar as varidveis envolvidas e determinar o nivel inicial da dgua. E relevante mencionar
gue, durante a realizacdo da atividade, o pesquisador circulou entre os alunos, registrando
observa¢des no didrio de bordo. Através dos comentarios dirigidos ao pesquisador, foi
perceptivel que alguns alunos identificaram as varidveis ao visualizar a tabela, enquanto
outros o fizeram por meio do gréfico, evidenciando a importancia da apresentacdao de
diferentes formas de representacdo de um mesmo objeto matematico.

Adicionalmente, observou-se que a identificacdo do nivel inicial da agua ocorreu de
maneira mais facilitada pela visualiza¢dao da simulagdo. Dessa forma, verifica-se que, por meio
dessas questdes e da apresentacao diversificada de representag¢des de uma fungao, os alunos
podem desenvolver a habilidade de identificar as variaveis envolvidas, neste caso, as
grandezas "numero de bolas" (x) e "nivel da dgua" (y) — uma fase essencial para
posteriormente reconhecer a taxa de variacdo simultanea (Thompson; Carlson, 2017).

Na proposta da pergunta que contemplava a categoria B, sobre qual a taxa de variacao
média do nivel da dgua em relagdo ao nimero de bolas de golfe, todos os 36 participantes
responderam corretamente. A resposta do aluno A10 (Figura 05) exemplifica o nivel de
entendimento que todos os alunos apresentaram. Pode-se inferir que este aluno, para
descobrir a taxa de variacdo média, registrou o nivel da dgua antes de a bola de golfe cair e,
apos visualizar uma delas caindo e provocando a mudanca no nivel da agua, é provavel que
tenha subtraido o nivel atual da dgua pelo valor que havia registrado anteriormente.

Ao responderem essa questdo, foi notdria a importancia do objeto de aprendizagem
que simulou a situacdo-problema, pois, enquanto os alunos respondiam, muitos deles
colocavam o dedo sobre o copo cilindrico para medir o quanto a dgua subiu depois de a bola
ter caido. Essa questao pode contemplar indicios de “consciéncia da quantidade de variacdo
do valor da saida, enquanto a variagao no valor de entrada é considerada” (Carlson et al. 2003,
p. 128, traducdo nossa).
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Figura 5: Exemplo de uma resposta do aluno A10

d} Qual a taxa de variagcdo media do nivel da agua em relagdo ac ndmero de bolas de golfe?

A A taxa de variagdo é de 1,2, £ possivel chegar a este resultado diminuindo o valor do nivel da dgua
apos adicionar uma bolinha pelo valor inicial da dgua.
X

Fonte: Acervo do autor 1.

A figura 06 apresenta uma questdo e duas respostas, uma correta e outra incorreta
relacionada a categoria C. Nesta categoria, os participantes da pesquisa foram desafiados a
analisar os dados da simulacdo no grafico e identificar o ponto de intercepto no eixo que
representa o nivel da dgua, além de compreender o significado dessa intersecao na situacao-
problema. Observa-se que, dentre todos os participantes, apenas cinco responderam de
forma incorreta. Esses resultados corroboram a ideia apresentada por Duval (2015), que
destaca que os programas computacionais oferecem inovagoes, sendo a mais fascinante delas
"o poder de visualizacdo que é estendido para todos os dominios do conhecimento" (Duval,
2015, p.07, grifo do autor).

E provavel que os 31 participantes tenham respondido corretamente devido a
utilizacdo de outras formas de representacdao além da grafica, uma vez que esses alunos
tinham pouca experiéncia prévia com o estudo de funcgdo. Entdo, parece que o raciocinio do
aluno se baseou na observacdo das imagens visuais oferecidas pela simulacdo no GeoGebra,
visto que na resposta do aluno A10 ele escreve que: “o dado foi obtido pois no recipiente jd
havia uma quantidade de 9 cm de dgua”.

Portanto, destaca-se a importancia de oferecer diferentes formas de representagao
de um mesmo objeto matematico, permitindo que os alunos reconhe¢am e transitem entre
tais representagdes.

Figura 6: Exemplo de uma resposta correta do aluno A10 e outra incorreta do aluno A12

c) Os dados da simulacdo, foram representados graficamente. O nimero de bolas de golfe representa
uma varidvel independente. Dessa forma o intercepto, no eixo, que representa o nivel da agua é de
quantos centimetros? Justifique.

A O intercepto no eixo no qual representa o nivel da dgua & de 9 cm. Este dado foi obtido pois no

" recipiente utilizado ja havia uma quantidade de 9 cm de agua, de acerde com a fungdo mostrada

/;f pelo proklema. Temos um par ordenado de (0,9), ou sgja, sempre que o numero de bolas(X) for 0,
havera um intercepto cortando sobre Y,

) Os dados da simulacdo, foram representados graficamente. O nimero de bolas de golfe representa
uma variavel independente. Dessa forma o intercepto, no eixo, que representa o nivel da agua é de
quantos centimetros? Justifique.

A © intercepto & de 6,40 cm,

y

Fonte: Acervo do autor 1.
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Na categoria D, foram propostas duas perguntas. A primeira que solicitava aos
participantes que analisasse as representacbes (tabela e grafico) da simulacdo, para
estabelecer uma relacdo entre o nivel da dgua e o nimero de bolas, além de justificar se essa
relacdo era ou ndo uma funcao. E a segunda indagava se era possivel adicionar mais uma bola
no copo. Com referéncia a primeira pergunta, dinamicamente, os alunos podiam acompanhar
os resultados apresentados na tabela, confirmando o ponto em questdo no grafico. Essa é uma
excelente possibilidade que o GeoGebra proporciona para representar funces associadas a
eventos dinamicos. Contudo, pode-se verificar que dez alunos responderam de forma
incorreta, sugerindo possivelmente um raciocinio covariacional pouco desenvolvido em
relacdo aos que responderam corretamente, conforme ilustrado na Figura 07.

Figura 7: Exemplo de resposta correta do aluno A4

e) Analisando as representacdes (em tabela e grafica), da simulacdo, vocé consegue estabelecer uma
relacdo entre o nivel da dgua e o nimero de bolas. Essa relagdo € uma funcao? Justifique.

A Yale lembrar que fungdo relaciona dois conjuntos A & B, de modo que A possua uma unica relagdo

~ em B. Como mostrade na situagdc problema, o volume de agua (Y) £ em fungdo do numero de

f;'i bolas (X). Sabemaos que o numero de bolas & uma variavel independente, analisando a tabela, €
possivel verificar que a um aumento de 1.2 cm sob cada bolinha adicionada, Representamos deste
modo: fx)= 94+ 1.2 . X

Fonte: Acervo do autor 1.

Quanto a segunda pergunta, o aluno precisava raciocinar covariacionalmente, ou seja,
como ele ja havia identificado a taxa de variacdo média, bastava associar o nimero de bolas
no copo ao nivel de &gua subindo e assim perceber as duas grandezas variando
simultaneamente. Na Figura 08, percebe-se pela resposta do aluno A18 que ele chegou a essa
conclusdo, o que reforca que a pergunta pode proporcionar ao professor indicios de que o
aluno realizou um raciocinio covariacional, ja que, reconhece-se esse raciocinio quando “um
estudante pode imaginar todo o processo sem ter que executar cada acdo” (Oehrtman;
Carlson; Thompson, 2008, p. 10, traducdo nossa). Destaca-se que o aluno A18 utilizou a palavra
‘prever’, indicando que ele conseguiu antecipar o que aconteceria.

Figura 8: Exemplo de resposta com sinais de que o aluno A18 teve uma visdo de processo

f) E possivel adicionarmos mais uma bola de golfe no copo? Justifique.

Sim, mas a agua val transbordar. Posso prever isso por meio da fungdo, pois se cada bola faz
aumentar 1,2cm no volume da proveta, portanto partindo de 13,8 e somando com 1.2cm, esse
j;.' numero (15cm) ultrapassa a capacidade da proveta, que & de 14,5cm.

Fonte: Acervo do autor 1.
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Na categoria E, perguntou-se aos participantes (Figura 09): se eles repetissem a
simulacdo, porém com um copo de vidro diferente e supondo que o novo copo de vidro tenha
um raio menor que o original, a taxa média com rela¢do ao nivel da d4gua mudaria?

Essa pergunta exige que o aluno realize um raciocinio covariacional mais abrangente,
visto que ele precisa considerar os itens respondidos anteriormente e identificar outra taxa de
variacdo em virtude do novo copo de vidro, que apresenta um raio menor. Com isso, ele precisa
raciocinar sobre possiveis relacdoes entre quantidades e compreender que sua resposta ndo
depende de uma regra especifica. Nesta questdao foram obtidas 21 respostas corretas, 10
incorretas e 5 ndo respondidas.

Figura 9: Exemplo da pergunta envolvendo um raciocinio covariacional maior e a resposta do aluno A6

Se repetissemos a simulacdo, porém com um copo de vidro diferente e supondo que o novo copo de
vidro tera um raio menor que o original. A taxa média com relagdo ao nivel da agua muda? Justifique.

A Sim, pois com um raio menor o nivel da agua sem nenhuma beola aumentaria, e quande adicionar

K

as mesmas 3 taxa media seria maior

.

Fonte: Acervo do autor 1.

Como esta questao contemplou um raciocinio mais abrangente do processo, exigindo
gue o aluno considerasse uma nova taxa média de variagdo devido a mudanca no raio do copo
de vidro, seria pertinente solicitar a representacao grafica. Isso se justifica pelo fato de que o
aluno precisa ter consciéncia da mudanca do angulo da reta que representaria a nova situacdo
proposta.

Com isso, percebemos por meio das observacdes e anotacdes feitas enquanto os
participantes desenvolviam a resolugdo da situagao-problema, e da analise das respostas
registradas na ferramenta Grupo, que foi possivel verificar que a atividade ndo apenas facilitou
a compreensdo do conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo, mas também serviu
como: recurso semiotico dindmico, permitindo representacdes diferentes de um mesmo
objeto; facilitador, para percepcao da covariacdo existente entre duas grandezas
simultaneamente; simulador, permitindo articular a visualizacdo e a experimentacgao;
integrador virtual entre aluno e professor. Nesse contexto, é possivel concluir que esse
conjunto de procedimentos pode facilitar o ensino e aprendizagem de matematica, em
especial sobre o conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo, ou seja, atrelado ao
raciocinio covariacional.

4 Consideragoes finais

Diante dos resultados apresentados pela pesquisa e refletindo sobre a pergunta que a
norteou - de que forma objetos de aprendizagem, no GeoGebra, possibilitam explorar o
conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo?, podemos inferir que o ensino do conceito
de fungdo em um ambiente dindmico e interativo, como no GeoGebra, vai além de simula¢ao
de situagdes-problema. Ele também possibilita a transformagao concomitante de diferentes
registros de representacdo semidtica, permitindo ao aluno, articular a visualizacdo e a
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experimentacdo em um mesmo ambiente, ou seja, na mesma janela de visualizacdo, algo que
no ambiente do lapis e do papel seria limitado. Dessa forma, o aluno utilizando esses objetos
de aprendizagem do produto educacional construido na plataforma do GeoGebra, contaria
com “uma ressignificacdo do conceito de fungao, visto que ampliam a abordagem usualmente
presente em livros que tratam desse conceito, uma vez que, em geral, privilegiam em
demasiado a linguagem algébrica”. (Gongalves et al., 2020, p. 17) e ndo abordando
intencionalmente a perspectiva da covariacao.

Dessa forma, ao utilizar esses objetos de aprendizagem do produto educacional
construido na plataforma do GeoGebra, o aluno se beneficia de uma ressignificacdo do
conceito de func¢do. Isso amplia a abordagem usualmente presente em livros que tratam desse
conceito, os quais, em geral, tendem a priorizar excessivamente a linguagem algébrica
(Gongalves et al., 2020, p. 17). Notavelmente, a abordagem do GeoGebra ndo apenas fornece
uma alternativa dindmica, mas também intencionalmente incorpora a perspectiva da
covariacao, enriquecendo a compreensdao dos alunos sobre as relagdes matematicas
envolvidas.

Thompson e Carlson (2017), afirmam que o conceito de fungdo na perspectiva da
covariacdo pode ser compreendido como a variagdo dos valores de duas quantidades que
ocorre simultaneamente. Essa compreensdo exige do aluno um raciocinio chamado de
raciocinio covariacional, isto é, a “capacidade de alguém pensar em uma imagem sustentada
de valores de duas grandezas (magnitudes) simultaneamente” (Thompson; Carlson, 2017, p.
426, traducdo nossa). Para que isso ocorra, é necessdrio proporcionar tarefas em contextos
dindmicos como as que apresentamos no produto educacional vinculado a esta pesquisa.

Outro fator importante para compreensao do conceito de funcdo, que ocorre em
tarefas de contextos dindmicos, é a diversidade de registros semidticos de representacao que
os ambientes de aprendizagem com vdrias representacdes e simulacdes digitais possibilitam
para facilitar o desenvolvimento conceitual dos estudantes. Pois “é essencial, na atividade
matematica, poder mobilizar muitos registros de representacdo semidtica (figuras, graficos,
escrituras simbdlicas, lingua natural, etc...) no decorrer de um mesmo passo, poder escolher
um registro no lugar de outro” (Duval, 2012, p. 270). Essa diversidade de registros semiéticos
é oportunizada por atividades como a que apresentamos nesse artigo e outras que estdo
disponiveis no produto educacional produzido a partir desta pesquisa.

Por fim, acreditamos que o texto apresentado podera colaborar ou até mesmo motivar
professores de matematica a utilizarem o produto educacional em suas aulas para o ensino e
aprendizagem do conceito de funcdo na perspectiva da covariacdo, em especial para o
despertar do raciocinio covariacional.

Agradecimentos:
Os autores agradecem a FAPESC - Fundacdo de Amparo a Pesquisa e Inovacdo do
Estado de Santa Catarina pelo apoio financeiro aos Grupos de Pesquisa PEMSA e NEPESTEEM.

Referéncias

AVILA, G. Limites e derivadas no ensino médio? Revista do Professor de Matematica. S3o Paulo:
Sociedade Brasileira de Matemadtica, n2 60, p. 30-38, 2006.

BOGDAN, Robert; BIKLEN, Sari Knopp. Investiga¢ao qualitativa em educag¢do: uma introducdo a teoria
e aos métodos. Porto: Porto, 1994.

Boletim online de Educagdo Matemdtica, Floriandpolis, v.11, 2023, e0115, 2023. BOEM 14



ISSN 2357-724X DOI: https://dx.doi.org/10.5965/2357724X112023e0115

CARLSON, Marilyn et al. Razonamiento covariacional aplicado a la modelacion de eventos dindmicos:
Un marco conceptual y un estudio. Revista Ema, v. 8, n. 2, p. 121-156, 2003.

DUVAL, Raymond; MORETTI, Trad Meéricles Thadeu. Registros de representacdo semidtica e
funcionamento cognitivo do pensamento Registres de représentation sémiotique et fonctionnement
cognitif de la pensée. Revemat: Revista Eletronica de Educagdao Matematica, v. 7, n. 2, p. 266-297,
2012.

DUVAL, Raymond et al. Mudancas, em curso e futuras, dos sistemas educacionais: Desafios e marcas
dos anos 1960 aos anos... 2030!. Revemat: Revista Eletronica de Educagdao Matematica, v. 10, n. 1, p.
1-23, 2015.

DUVAL, Raymond et al. Questdes epistemoldgicas e cognitivas para pensar antes de comecar uma aula
de matematica. Revemat: Revista Eletronica de Educa¢ao Matematica, v. 11, n. 2, p. 01-78, 2017.

GONCALVES, W. J,, TREVISAN, A. L., Silva, D. D. L. da, & Ribeiro, A. J. (2020). Raciocinio covariacional
em calculo: desenvolvimento a partir de tarefas. Zetetike, 28, €020026

LIMA, JEFERSON MOIZES. Covariagdo e o conceito de fungdo: objetos dindmicos. Produto Educacional
(Mestrado em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias) — Universidade do Estado de Santa
Catarina. Joinville, p. 42. 2019a.

LIMA, JEFERSON MOIZES. Objetos dinamicos de aprendizagem para exploragio do conceito de
fungdo na perspectiva da covariagdo. Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias, Matematica e
Tecnologias) — Universidade do Estado de Santa Catarina. Joinville, p. 101. 2019b.

NOBRIGA, Jorge Costa; SIPLE, Ivanete Zuchi. Livros Dindmicos de Matematica Dynamic Mathematics
Books. Revista do Instituto GeoGebra Internacional de Sao Paulo, v. 9, n. 2, p. 78-102, 2020.

OEHRTMAN, Michael; CARLSON, Marilyn; THOMPSON, Patrick W. Foundational reasoning abilities that
promote coherence in students’ function understanding. Making the connection: Research and
teaching in undergraduate mathematics education, v. 27, p. 42, 2008.

SANTOS, Claudia A. e INAFUCO, Julio. Matematica: 1° ano. Ensino Médio. Ed. Edebe, 2017.
THOMPSON, P. W., & CARLSON, M. P. (2017). Variation, covariation, and functions: Foundational ways

of thinking mathematically. In J. Cai (Ed.), Compendium for research in mathematics education (pp.
421-456). Reston, VA: National Council of Teachers of Mathematics.

Boletim online de Educagdo Matematica, Floriandpolis, v.11, 2023, e0115, 2023. BOEM 15



