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Abordagem da Geometria Fractal na Licenciatura em
Matematica

Resumo

Este relato de experiéncia trata do estudo da Geometria Fractal como uma possibilidade
de aplicacdo na Educacgdo Basica. A pratica foi realizada na disciplina de Tendéncias em
Educagdo Matematica do Curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de
Educacgéo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, Campus Caxias do Sul. O objetivo
deste relato é discorrer sobre por que utilizar a Geometria Fractal em sala de aula, bem
como apresentar uma possibilidade de sua aplicacao. Diferente da Geometria Euclidiana
que esta relaciona muitas vezes a produgdes humanas, a Geometria Fractal esta
relacionada a natureza, sendo este um incentivado para seu estudo. Na pratica de ensino
desenvolvida, conceituou-se o que sdo fractais em conjunto com os estudantes da
licenciatura e aplicou-se uma atividade de construgcao manual de fractais com regua,
esquadro e compasso. Foram apresentadas aplicag8es dos fractais na natureza e os
calculos de dimensses, que utilizam conceitos de potenciacdo e logaritmos, foram
explorados. Para conclusdo da pratica, os estudantes criaram fractais com o auxilio do
software GeoGebra. A pratica foi desenvolvida e refletida com os estudantes da
Licenciatura em Matematica, sendo adaptavel a estudantes do Ensino Médio.

Palavras-chave: geometria fractal; educagéo basica; ensino médio.

Approach to Fractal Geometry in the Mathematics Degree

Abstract

This experience report explores the study of Fractal Geometry as a possible application
in Basic Education. The activity was carried out as part of the Mathematics Education
Trends course in the Mathematics Teaching Degree Program at the Federal Institute of
Education, Science and Technology of Rio Grande do Sul, Caxias do Sul Campus. The
purpose of this report is to discuss the reasons for using Fractal Geometry in the
classroom and to present a possible way to implement it. Unlike Euclidean Geometry,
which is often associated with human-made structures, Fractal Geometry is connected
to nature, which serves as a motivation for its study. During the teaching activity, the
concept of fractals was explored together with the undergraduate students, and a hands-
on activity involving the manual construction of fractals using a ruler, set square, and
compass was conducted. Applications of fractals in nature were presented, and the
calculation of dimensions—using concepts of exponentiation and logarithms—was also
explored. To conclude the activity, students created fractals with the help of GeoGebra
software. The practice was developed and reflected upon with undergraduate
mathematics students and is adaptable for use with high school students.

Keywords: fractal geometry; basic education; high school.
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Enfoque de Geometria Fractal en el Grado de Matematicas

Resumen

Este informe de experiencia aborda el estudio de la geometria fractal como una
posibilidad de aplicacion en la educacion basica. La practica se llevo a cabo en el curso
de Tendencias de Educaciéon Matematica del Curso de Grado en Matematicas en el
Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, Campus Caxias
do Sul. El propdsito de este informe es discutir por qué usar Geometria Fractal en el aula,
ademas de presentar una posibilidad de su aplicacion. A diferencia de la Geometria
Euclidiana, que a menudo esta relacionada con la produccion humana, la Geometria
Fractal esta relacionada con la naturaleza, lo cual es un incentivo para su estudio. En la
practica docente desarrollada, los fractales se conceptualizaron junto con estudiantes de
pregrado y se aplico una actividad de construccion fractal manual con regla, cuadrado y
compas. Se presentaron aplicaciones de fractales en la naturaleza y se exploraron
calculos de dimensiones, utilizando conceptos de potenciacién y logaritmos. Para
completar la practica, los estudiantes crearon fractales con la ayuda del software
GeoGebra. La practica fue desarrollada y reflejada con los estudiantes del Grado en
Matematicas, siendo adaptable a los estudiantes de secundaria.

Palabras clave: geometria fractal; educacion basica; escuela secundaria.

1 Introducédo

Conforme as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (SEB, 2006, p.
75), o estudo da Geometria no Ensino Médio deve auxiliar no desenvolvimento da
capacidade de resolucdao de problemas praticos dos estudantes, como a sua
orientacao no espaco, a leitura de mapas, a realizagdo de estimativas e de
comparacdes entre distancias, e o calculo de comprimentos, areas e volumes,

fortalecendo os conceitos basicos abordados no Ensino Fundamental.

Levando em consideragado a diversidade dos projetos politico pedagogicos
que as escolas podem ter, as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio
apontam alguns temas complementares que podem enriquecer 0s

conhecimentos de Matematica neste nivel de ensino:

O estudo de poliedros, o Teorema de Euler e a classificagdo dos
poliedros platénicos compdem um interessante topico, em que a
construcdo dos poliedros, via planificagbes feitas com régua e
compasso, pode ser uma atividade de grande satisfagdo estética.
Na direcéo de valorizagdo da Matematica, no seu aspecto estético,
existem alguns videos que podem servir como ponto de partida de
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discussao de assuntos tais como simetrias, fractais, o niUmero de
ouro, etc. (SEB, 2006, p. 93).

Observa-se que a Geometria Euclidiana faz parte dos conhecimentos
basicos abordados na Educacédo Basica e alguns topicos de Geometria nao-
Euclidiana, como os fractais, séo trabalhados de forma complementar, quando os
professores dispdéem de tempo para aprofundar tais conhecimentos

matematicos.

As Geometrias plana e espacial que sdo ensinadas na Educacdo Basica
fazem parte do que conhecemos como Geometria Euclidiana, a qual foi escrita,
de maneira axiomatica e dedutiva pelo matematico grego Euclides de Alexandria,
na obra Elementos, aproximadamente no ano 300 a.C. (Dario, 2014). Raramente
aborda-se a Geometria Fractal, que € uma Geometria nao-Euclidiana presente,
por exemplo, na natureza. Neste contexto, foi desenvolvida, na disciplina de
Tendéncias em Educagao Matematica do curso de Licenciatura em Matematica
do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul,
Campus Caxias do Sul, no ano de 2018, uma abordagem para o estudo de fractais

no Ensino Médio.

A ideia apresentada para a turma de licenciandos foi utilizar uma das
tendéncias em Educacao Matematica para explorar determinado conteudo. A
atividade foi desenvolvida em grupos, cada um com um tema diferente. Optamos
por trabalhar com o estudo de fractais utilizando material concreto e,
posteriormente, com o software GeoGebra. Nesse relato, € possivel visualizar os
resultados dessa vivéncia com a intengdo de compartilhar uma possivel forma de

abordagem deste conteudo na licenciatura e no Ensino Medio.

2 Geometrias euclidiana e ndo-euclidiana

Acredita-se que a Geometria Euclidiana tenha sido criada por Euclides no
Antigo Egito, no Vale do Rio Nilo, pela necessidade de efetuar calculos de
medicdes de terras. Para Herodoto, a Geometria originou-se no Egito pela

necessidade da pratica de fazer novas medidas de terras apds cada inundagao
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anual do Vale do Rio Nilo (Boyer, 1994, p. 4). Euclides de Alexandria desenvolveu

0s conceitos e relacdes da Geometria Euclidiana em cima de cinco postulados:

Postulado 1. Pode ser desenhada uma linha reta conectando
qualquer par de pontos, ou seja, é possivel tracar um segmento de
reta partindo de um ponto para qualquer outro;

Postulado 2: Qualquer segmento de reta pode ser estendido
indefinidamente pela linha reta, ou seja, € possivel prolongar
qualquer segmento de reta tanto quanto desejarmos;

Postulado 3: Dado um segmento de reta, um circulo pode ser
desenhado tendo o segmento como raio e um dos seus extremos
como o centro, ou seja; € possivel tracar uma circunferéncia de
centro em qualquer ponto e com um raio que tenha a medida do
segmento de reta escolhido;

Postulado 4: Todos o0s angulos retos sdao congruentes, ou seja, Sao
iguais entre si;

Postulado 5: Se duas linhas intersectam uma terceira linha de tal
forma que a soma dos angulos internos em um lado é menor que
dois angulos retos, entao as duas linhas devem se intersectar neste
lado se foram estendidas indefinidamente (Euclides, 2009, apud
Silva; Yonezawa, 2017, p. 144).

Com o passar do tempo, surgiram questionamentos sobre o Postulado 5,
tambeém conhecido como Postulado das Paralelas. Alguns matematicos tentaram
provar o quinto postulado de Euclides, e acabaram desenvolvendo as Geometrias

ndo-Euclidianas (Silva; Yonezawa, 2017, p. 146).

Lobatchevsky em 1829, negou o quinto postulado de Euclides,
admitindo que por um ponto fora de uma reta passam pelo menos
duas retas paralelas. Ele foi a (sic) primeiro a publicar esta teoria,
por isso e considerado o fundador oficial das geometrias nao
euclidianas, embora Gauss em 1824 numa carta enviada a Taurinus,
ja  soubesse dessa  possibilidade. Em 1832,  Bolyai,
independentemente, obteve o0s mesmos resultados. Essa
geometria passou a ser chamada de geometria hiperbdlica. Em
1854, Riemann nega o quinto postulado de Euclides admitindo a
outra negacdo: por um ponto fora de uma reta nao se pode
conduzir uma reta paralela a reta dada. Essa outra geometria nao
euclidiana passou a ser chamada de geometria esférica.
(Bongiovanni; Jahn, 2010, p. 44).

Conforme aponta Kaleff (2010), com a criagdo das novas Geometrias foi
possivel buscar explicagdes a respeito do mundo fisico por meio de ferramentas
ligadas a Teoria da Relatividade. Os conceitos anteriores ao seéculo XIX foram

considerados insuficientes para a representagdo dos fendémenos fisicos. Apesar
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do conhecimento daquela época dar conta de descrever as regularidades do meio
ambiente, os conceitos geomeétricos existentes nao descreviam precisamente as

formas fragmentadas e irregulares encontradas na natureza.

O termo fractal surgiu em meados do século XX, com o matematico Benoit
Mandelbrot, e “[...] refere-se as caracteristicas naturais dos objetos que parecem
fragmentados, irregulares e partidos, cuja dimensédo pode ser expressa por um
numero nao inteiro, fugindo da nocao de duas e trés dimensbes referentes aos

objetos do plano e do espaco euclidianos” (Kaleff, 2010, p. 4).

Contudo, nao foi Benoit Mandelbrot quem os inventou. Conforme Assis et
al. (2008, p. 2304-2306), “Entre a segunda metade do seculo XIX e a primeira
metade do seéculo XX, foram propostos varios objetos matematicos com
caracteristicas especiais que foram, durante muito tempo, considerados como
‘monstros matematicos™, por desafiarem as nogdes de infinito e por ndo terem
uma explicagdo objetiva. Alguns dos matematicos que criaram estes “mostros da
matematica”, posteriormente chamados de fractais, foram: Georg Cantor (1845-
1918), Giuseppe Peano (1858-1932), David Hilbert (1862-1943), Helge Von Koch
(1870-1924) e Waclaw Sierpinski (1882-1969).

3 A Geometria Fractal
Segundo Barbosa (2005, p. 19), alguns autores conceituaram os fractais da

seguinte forma:

Mandelbrot e seu primeiro conceito de fractal - “Um fractal é por
definicdo, um conjunto para o qual a dimensdo Hausdorff-
Besicovitch excede estritamente a dimensao topologica.”

J. Feder - “Um fractal € uma forma cujas partes se assemelham ao
seu todo sob alguns aspectos”.

K. J. Falconer - “Um conjunto F é fractal se, por exemplo: (1) F
possui alguma forma de ‘autossimilaridade’ e ainda que
aproximada ou estatistica; (2) a dimensao fractal, definida de
alguma forma, € maior que dimensao topologica; (3) o conjunto F
pode ser expresso atraves de um procedimento recursivo ou
iterativo”.

Com tais definicGes citadas por Barbosa (2005), nota-se que ha diferentes

maneiras de conceituar um fractal, entretanto pode-se reunir algumas
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caracteristicas ao se analisar cada significacdo. As principais propriedades que

caracterizam e que permitem definir os fractais sdo apresentadas na tabela 1.

Tabela 1 - Principais propriedades dos fractais

Propriedade Conceituagao
Auto- Uma porgao, de uma figura ou de um contorno, pode ser vista
semelhanca como uma réplica do todo, em uma escala menor.

Complexidade

ifinita A geracdo de uma figura é realizada de forma recursiva.

A dimensdo de um fractal assume quantidades fracionarias,
Dimensao representando o grau de ocupacdo da estrutura no espago que a
contém.

Fonte: Baseado em Assis et al. (2008, p. 2304-2302).

Barbosa (2014) traz que na Geometria Fractal, Mandelbrot voltou-se para
uma compreensdo diferente da ideia das dimensdes 0, 1, 2 e 3, devido as medidas
euclidianas ndo serem satisfatorias no estudo das formas irregulares. Com isso,
desenvolveu a dimenséo fracionada tambem conhecida como dimenséao fractal.
Na figura 1, apresenta-se uma comparagao entre a dimensao euclidiana e a

dimensao fractal.

Figura 1: Dimenséao euclidiana (esquerda) e dimensao fractal (direita)

(ponto) 0 SRR 04

R

= Oy
!

Fonte: Siqueira (2005).

Sempre que um fractal apresenta auto similaridade estrita, ou seja, uma
porcao do fractal reproduz exatamente a forma de uma porgdo maior, é

determinada sua dimensao por um procedimento simples. Quando um fractal
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apresenta auto similaridade estrita, sua dimensao pode ser determinada por um
metodo simples que se delineia a passagem de um dado nivel na construgédo do

fractal para o nivel imediatamente seguinte (Serra, 1997, p. 14).

Assim, a dimensao fractal (Dim) é calculada pela seguinte formula:
Dim=-—— (1)

onde n corresponde ao numero total de partes e r representa o fator de escala,

isto €, a razao de semelhanca.

Para que ndo haja duvidas em relacao a dimenséo fractal, Barbosa (2014, p.

37) relata algumas informagdes relevantes:

- O conceito de dimensdo fractal (espacial ou fracionada) se
relaciona com a quantidade de espaco que o objeto ocupa entre
Dimensdes Euclidianas;

- Independente do numero de interagdes a dimensao permanece
a mesma, dessa forma, geralmente no calculo da dimensao
espacial, se trabalha com os dados da primeira interagdo por ser
menos trabalhoso;

- Nas figuras perfeitas da Geometria Euclidiana a dimensao
espacial coincide com a dimensdo topologica, por isso séo
representadas por numeros inteiros, nos fractais isso ndo acontece
necessariamente. A Curva de Koch, por exemplo, tém (sic)
dimensdo topoldgica 1 e dimensdo espacial aproximadamente
1,262.

A seguir, apresentamos alguns fractais precursores.

3.1 Conjunto de Cantor

Conforme Almeida e Santos (2017), George Cantor (1845-1918) foi o criador
da teoria dos conjuntos, contribuindo muito com a matematica moderna. O
trabalho de Cantor objetivava entender as diferentes maneiras da infinitude dos
conjuntos. A construgdo do Conjunto de Cantor é realizada tomando um
segmento de reta, partindo-o em trés segmentos iguais e retirando o pedaco
intermediario. Os dois segmentos restantes sdao novamente repartidos em trés

segmentos iguais, retirando segmentos intermediarios. O processo de reparticao
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e retirada de segmentos intermediarios prossegue ao infinito (Almeida et al., 2006,

p. 3). Na figura 2 apresentam-se os primeiros niveis de construgéo desse conjunto.

Figura 2: Primeiros niveis de construgdo do Conjunto de Cantor

Nivel 0
Nivel 1

Nivel 2
Nivel3 — —
Nivel4 == ==

Fonte: Assis et al. (2008, p. 2304-2306).

Na tabela 2, apresentam-se a quantidade de segmentos do Conjunto de
Cantor para cada nivel e o seu comprimento. Notemos que, nessa estrutura, o
numero de segmentos tende ao infinito e o comprimento de segmento tende a

zero.

Tabela 2 - Segmentos do Conjunto de Cantor

Nivel | Quantidade de segmentos | Comprimento do segmento
0 1 1
1 2 1/3
2 4 1/9
3 8 1/27
4 16 1/81
” : 5
3

Utilizando a equacgao (1), obtemos a dimenséo fractal para o Conjunto de

Cantor:

Fonte: Elaboragdo dos autores (2020).

Dim = _log2 =

log=
93

log2

1 log3

0,6309297536..
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Com isso, concluimos que o Conjunto de Cantor possui dimensao fractal

aproximadamente 0,6309, entre as dimensdes 0 e 1.

3.2 Curva de Koch

Segundo Adames e Dalpiaz (2016, p. 7), a Curva de Koch, “[...] publicada em
1906 em um artigo do matematico Suéco Helge von Koch, foi a primeira curva
construida a partir de procedimentos elementares da geometria sem apresentar
tangente em nenhum ponto”. Para sua construgao, toma-se um segmento de reta
e, fixando um de seus lados, obtém-se a Curva de Koch ao se repetir infinitas

vezes o0 seguinte processo (Adames; Dalpiaz, 2016, p. 16):

1. Divide-se cada um dos segmentos de reta em trés segmentos de
igual comprimento.

2. Desenha-se triangulos equilateros com bases formadas pelos
tercos medios de cada segmento dividido no primeiro passo, de
modo que todos os triangulos estejam do lado da poligonal
induzido pela escolha inicial.

3. Apaga-se 0s segmentos centrais obtidos no primeiro passo.

Na figura 3 apresentam-se os primeiros niveis para a construcao da Curva

de Koch.

Figura 3: Primeiros niveis de construgdo da Curva de Koch

VA
A5 U
i

Fonte: Assis et al. (2008, p. 2304-2305).

Na tabela 3, verifica-se a quantidade de segmentos da Curva de Koch para

cada nivel e o comprimento dos segmentos.
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Tabela 3: Segmentos da Curva de Koch

Nivel | Quantidade de segmentos | Comprimento do segmento

0 1 1

1 4 4/3

2 16 16/9

3 64 64/27

“ - 5

Fonte: Elaboragdo dos autores (2020).

Utilizando a equacao (1), obtemos a dimensao fractal para a Curva de Koch:

Dim = _ 1094 _ 1094 _, 5¢1659507..
I 1 log3
Ogg

Com isso, concluimos que a Curva de Koch possui dimensdo fractal

aproximadamente 1,2618, entre as dimensdes 1 e 2.

3.3 Curva de Peano

De acordo com Nunes (2006), Giuseppe Peano (1858-1932) descreveu a
primeira curva em 1890 e, posteriormente, outros matematicos descobriram
outras curvas gque por possuiam caracteristicas comuns a primeira, ditas Curvas
de Peano. Na construgdo da Curva de Peano, inicia-se com um segmento de reta
que ¢é substituido por uma curva de 9 segmentos de medida igual a 1/3 do
comprimento do segmento inicial. O metodo € realizado sucessivamente,
substituindo cada segmento anterior pela curva de 9 segmentos (Barbosa, 2014,

p. 24), conforme apresentado na figura 5.
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Figura 5: Segmentos da Curva de Peano
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Fonte: Barbosa (2014, p. 24).

Na tabela 5, apresentam-se a quantidade de segmentos da Curva de Peano

para cada nivel e o comprimento dos segmentos.

Tabela 5: Primeiros niveis da construgao da Curva de Peano

Nivel | Quantidade de segmentos | Comprimento do segmento

0 1 1
1 9 9/3
2 81 81/9

“ " 5

Fonte: Elaboracdo dos autores (2020).

Utilizando a equacgéo (1), obtemos a dimensao fractal para a Curva de Peano:

pim - 1999_1999 _,
log~ 093
3

Com isso, concluimos que a Curva de Peano possui dimensao fractal igual
a 2, o que implica em uma superficie plana. Repetindo sucessivamente 0s passos
de construgdo da Curva de Peano, obtemos um quadrado completamente

preenchido (Nunes, 2006).

3.4 Triangulo de Spierpinski

Conforme Almeida et al. (2006, p. 4) descrevem, “0 conjunto conhecido
como Triangulo de Sierpinski foi criado pelo matematico polonés Waclav
Sierpinski em 1916 e possui, além de caracteristicas e propriedades fractais,

relacdo com o triangulo aritmético de Pascal”. O Triangulo de Sierpinski € a figura




Revista

BoEM

alSSN 2057 724x

obtida a partir de um triangulo equilatero, apds infinitas iteracdes do processo de
remocdo do triangulo definido pelos pontos médios de suas arestas, de cada
triangulo equilatero (Adames; Dalpiaz, 2016, p. 26), conforme pode ser observado

na figura 4.

Figura 4: Primeiros niveis da construcdo do Triangulo de Sierpinski

A L

Nivel 0 Nivel 1

Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Fonte: Assis et al. (2008, p. 2304-2304).

Na tabela 4 apresentam-se a quantidade de triangulos em cada nivel para

a construcao do Triangulo de Sierpinski e o perimetro dos triangulos gerados.

Tabela 4: Segmentos do Triangulo de Sierpinski

Nivel | Quantidade de triangulos | Perimetro dos triangulos

0 1 3
1 3 3/2
2 9 3/4
3 27 3/8
4 81 3/16

3
e )

Fonte: Elaboragdo dos autores (2020).
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Utilizando a equacédo (1), obtemos a dimensao fractal para o Triangulo de

Sierpinski:
Dim = 1293 _ 1093 _, 584962501,
| 1 log2
OgE

Com isso, concluimos que o Triangulo de Sierpinski possui dimensédo fractal

aproximadamente 1,5849, entre as dimensdes 1e 2.

3.5 Por que utilizar geometria fractal em sala de aula

A Geometria Euclidiana nao engloba figuras mais complexas do cotidiano,
como as fundamentadas no conceito de fractais. E importante destacar aos
estudantes da Educacdo Basica que ndo existem apenas figuras geometricas
euclidianas com dimensdes inteiras, mas que estamos rodeados de diversas
“formas geometricas que repetem sua estrutura em escalas cada vez menores”

(Stewart, 1996, p. 12).

Quanto a isto, Barbosa (2005) relata que a utilizacdo da Geometria Fractal
em sala de aula beneficia os estudantes de diferentes niveis escolares, sejam do
Ensino Fundamental, Médio ou Superior. Pode ser trabalhada como um tema
transversal, ja que a Geometria Fractal € rica em aplicacGes e explica muitos
objetos presentes na natureza, podendo ser relacionada com diferentes Ciéncias.
No Ensino Fundamental, pode-se utilizar material concreto na montagem de
fractais, como um quebra-cabeca, e realizar sua construcdo grafica com
instrumentos usuais como a regua, o transferidor e o compasso. No Ensino Medio,
pode-se trabalhar com funcgdes simples, dimenséao fractal, contagem, perimetro,
area, volume, progressdes geometricas e utilizacdo de recursos computacionais

(Barbosa, 2005).

Alem disso, Alves (2007) menciona que a Geometria Fractal oportuniza a
interdisciplinaridade, por trabalhar com diversas tematicas. Pode-se oportunizar
aos estudantes uma interpretacao diferente da Matematica, utilizando softwares
para gerar imagens e construir fractais, suscitando desta forma o interesse dos

estudantes pelas inUmeras surpresas que os fractais escondem.
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Conforme Silva (2015, p. 38), a utilizacdo da Geometria Fractal na Educacgéo
Basica permite que a pratica docente se faca menos rotineira e mais atraente,
com atividades diferentes e novas, permitindo uma reflexdo maior sobre a
Geometria Euclidiana, pois “[...] amplia as discussdes de conceitos e resultados

que muitas vezes nao sao trabalhados em classe”.

4 Metodologia

Adotou-se a pesquisa qualitativa, considerando a comunicacao do
pesquisador em campo como parte explicita da produgao de conhecimentos
(Flick, 2009, p. 25).

A experiéncia teve inicio com a disciplina de Tendéncias em Educacao
Matematica do 52 semestre do Curso de Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, Campus Caxias
do Sul, em 2018. Houve a apresentacdo de uma proposta de atividade com o
objetivo de analisar e discutir criticamente as tendéncias da Educacao Matematica
a partir de referenciais teodricos e experimentos praticos, apresentando essas
tendéncias como ferramentas que contribuissem para os processos de ensino e
aprendizagem. A atividade proposta para a turma de licenciandos consistiu em
criar e executar uma pratica de ensino para os colegas da turma, que envolvesse
uma ou mais das tendéncias em Educagdo Matematica. Desde entdo, pensou-se
em compreender e realizar o trabalho proposto focado na Geometria Fractal em

sala de aula. Escolheu-se entdo uma proposta voltada para o Ensino Medio.

Primeiramente, foi realizada uma pesquisa bibliografica, com a finalidade
de aprofundar o conhecimento sobre fractais e efetuar a busca por materiais e
ideias para utilizagdo em sala de aula. Autores como Boyer (1994), Barbosa (2005),
Almeida et al. (2006), Alves (2007), entre outros, foram importantes para a
elaboragdo do desenvolvimento tedrico da proposta. Apds a realizagdo da
pesquisa, iniciou-se o planejamento da pratica de ensino com o0s seguintes
objetivos: (a) compreender a historia e o conceito de Geometria Fractal; (b)
identificar fractais no cotidiano; (c) realizar a construcao de fractais a partir de

conceitos e instrucdes; (d) criar fractais no software GeoGebra.
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A pratica de ensino foi aplicada em 4 periodos de 50 minutos. Ao final da
atividade, os estudantes participantes preencheram um formulario de avaliacao,
relatando sua percepcao sobre a atividade desenvolvida. Na proxima secao,

apresenta-se o detalhamento dos momentos vivenciados.

5 Resultados e discussdes
A pratica de ensino desenvolvida foi composta por duas etapas, descritas

na sequéncia textual.

5.1 Construgdo Manual de fractais

A primeira etapa iniciou com a apresentacao para a turma do tema
“Geometria Fractal”, mostrando alguns exemplos de aplicacbes por meio de
imagens e alguns conceitos fundamentais. Foi relatado um pouco da historia da
criagdo das geometrias nao-euclidianas, a partir dos questionamentos do
Postulado 5, escrito por Euclides de Alexandria. Apds, tratou-se da Geometria
Fractal, quando foi passado para os alunos as conceituagdes de fractais de acordo
com Mandelbrot, J. Feder e K. J. Falconer. Alem disso, a partir de alguns exemplos
as propriedades que caracterizam os fractais foram mostradas e analisadas pela
turma. Foram apresentados alguns exemplos de fractais encontrados na natureza
como a vitoria-régia, o brocolis-romanesco, as arvores, o repolho, a concha
marinha, a babosa, os galhos de samambaia, os relampagos, entre outros. Ainda
nesta etapa, foram exibidos tambem alguns fractais feitos por matematicos,

como o Conjunto de Cantor e a Curva de Peano.

Na sequéncia, foram distribuidas folhas de oficio entre os estudantes, nas
quais constava a representacdo do primeiro nivel de um fractal. Cada uma
recebeu um fractal diferente para construcao. Os demais niveis deviam ser
construidos a partir de instrucdes fornecidas para sua realizagdo utilizando régua,
esquadro e compasso. Essa etapa foi cuidadosamente pensada para que 0s
estudantes percebessem, de forma indutiva, o processo recursivo caracteristico
de um fractal. Na figura 6, observam-se os académicos da Licenciatura em

Matematica realizando a atividade proposta.
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Figura 6: Construcéo de fractais com régua, esquadro e compasso

Fonte: Material da pesquisa (2018).

As instrucdes fornecidas aos estudantes foram as seguintes:

1.

a.

b.

Conjunto de Cantor
Nivel 0: Construa um segmento de reta.

Nivel 1: Divida o segmento em trés partes iguais e elimine o segmento

central.

Nivel 2: Repita a construcdo do nivel 1 em cada segmento resultante do

nivel 1.

. Nivel 3: Repita a construgdo do nivel 1 em cada segmento resultante do

nivel 2.
Curva de Kock

Nivel 0: Construa um segmento de reta.

. Nivel 1: Divida o segmento em trés segmentos iguais, substituindo-os por

4 congruentes. O segmento intermediario deve ser substituido por um

triangulo equilatero sem o segmento intermediario (base do triangulo).

Nivel 2: Substitua cada um dos novos segmentos pela construgao feita

no nivel 1.
Curva de Peano

Nivel 0: Construa um segmento de reta.

. Nivel 1: Substitua por uma curva de nove segmentos de medida igual a

1/3 do comprimento do segmento inicial. Para isto, divida o segmento de
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reta em trés partes iguais e, sobre o trago médio, construa um retangulo,

formando dois quadrados com lado igual ao tragco que lhes deu origem.

c. Nivel 2: Substitua cada segmento obtido no nivel 1 por uma curva de nove

segmentos.
4. Curva de Hilbert

a. Nivel 1: Construa um quadrado, divida-o em quatro novos quadrados e
marque o centro de cada um deles. Gere uma curva com trés segmentos
consecutivos que possuam extremos nos pontos centrais dos

quadrados.

b. Nivel 2: Substitua cada quadrado por quatro novos quadrados e construa
a curva da mesma forma da curva iniciadora, conectando cada curva

parcial com um segmento.
5. Triangulo de Sierpinski
a. Nivel 0: Construa um triangulo equilatero.

b. Nivel 1: Marque os pontos medios de cada lado do triangulo equilatero e
os una, formando quatro triangulos equilateros menores. Elimine o

triangulo central.

c. Nivel 2: Repita o procedimento do nivel 1 para cada um dos triangulos

nao eliminados.

d. Nivel 3: Repita o procedimento do nivel 1 para cada um dos triangulos

nao eliminados.
6. Tapete de Sierpinski

a. Nivel 1. Construa um quadrado e divida-o em nove quadrados

congruentes. Elimine o quadrado central.

b. Nivel 2: Repita o procedimento do nivel 1 para cada um dos quadrados

nao eliminados.

c. Nivel 3: Repita o procedimento do nivel 1 para cada um dos quadrados

nao eliminados.

7. Pentagonal de Durer




Revista

BoEM

alSSN 2057 724x

a. Nivel 1. Construa um pentagono regular. Dentro deste pentagono,
construa outros cinco pentagonos regulares menores de forma que, dois
a dois, tenham um vértice em comum. Os angulos internos dos
pentagonos criados devem ser iguais aos angulos internos do pentagono
regular inicial. Elimine os cinco triangulos intermediarios e o pentagono

central.

b. Nivel 2: Repita o procedimento do nivel 1 para cada um dos pentagonos

nao eliminados.
8. Arvore Pitagorica

a. Nivel 1: Construa um triangulo retangulo cujos catetos e hipotenusa sao
dados por um terno pitagérico fundamental. Sobre seus catetos e
hipotenusa, construa os quadrados respectivos. Elimine o triangulo

retangulo.

b. Nivel 2: Construa sobre o lado de cada quadrado oposto ao respectivo
cateto um novo triangulo retangulo tendo por hipotenusa justamente
este lado. Sobre seus catetos, construa os quadrados respectivos.

Elimine os triangulos retangulos.
c. Nivel 3: Repita o procedimento do nivel 2.
9. Fractal Trimino
a. Nivel O: Construa um quadrado.

b. Nivel 1: Divida o quadrado em quatro quadrados menores. Elimine o

quadrado superior direito.

c. Nivel 2: Repita o procedimento do nivel 1 para cada quadrado ndo

eliminado.

d. Nivel 3: Repita o procedimento do nivel 1 para cada quadrado ndo

eliminado.
10. Heptaminé em H

a. Nivel 0: Construa um quadrado.
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b. Nivel 1: Divida o quadrado em nove quadrados menores. Considere 0s
sete quadrados menores que formam um H. Elimine os demais

quadrados.

c. Nivel 2: Repita o procedimento do nivel 1 para cada quadrado nao

eliminado.

d. Nivel 3: Repita o procedimento do nivel 1 para cada quadrado nao

eliminado.

Sobre tal etapa, foram feitos os seguintes questionamentos aos
estudantes: 1. As instrucdes para as construcdes de cada nivel estavam claras? 2.
Vocé gostou dessa atividade? Por qué? 3. Se vocé fosse aplicar em sala de aula,
0 que vocé mudaria? 4. Em sua opinido, o que foi possivel compreender a partir

desta atividade?

Em geral, as respostas apontaram que as instrugdes estavam claras. Uma
estudante explicitou que em “algumas instrucdes foi necessario o auxilio das
professoras para interpretar”. A atividade foi proposta para que os alunos
praticassem a leitura e a interpretacéo para a construgao dos fractais. Em certos
momentos, o auxilio para a interpretacao foi solicitado, e a pratica adotada foi a
de orientar os alunos para que estes fizessem a interpretacao correta, sem dar a

resposta final a eles.

Pelos relatos, percebe-se que a turma gostou da atividade, gerando
sugestdes — como a utilizagdo de uma folha A4 para cada construgdo —, o que
possibilitou a aplicacdo de uma melhor escala em cada nivel. Além disso,
apontaram que “poderiam constar menos niveis”, pois com poucos niveis ja €
suficiente entender a logica de construcao (o numero de niveis ja foi reduzido nas
instrucbes apresentadas anteriormente). Tambéem, foi sugerido uma aula
interdisciplinar de Matematica com a disciplina de Artes, visto que tais

construgdes permitem a criagdo de composigdes artisticas.

Com relagdo ao questionamento “Em sua opinido, o que foi possivel
compreender a partir desta atividade?”, os estudantes colocaram que
aprenderam o conceito de fractal, a ideia da construcao, aplicacdes de fractais

em nosso cotidiano, e que podem ser utilizados em diferentes areas do
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conhecimento. Apontaram tambem a ideia das suas divisdes e subdivisGes e que
“estamos rodeados de fractais e compreender isso € de extrema importancia”.
Com os relatos percebemos que a turma compreendeu o conceito de fractais e

0 seu processo de construgao.

Na figura 7, € possivel visualizar algumas das construcdes realizadas pela

turma com a utilizacao da régua, do esquadro e do compasso.

Figura 7: Construcéo manual da Curva de Kock (esquerda superior), do Triangulo de

Sierpinski (direita superior), do Tapete de Sierpinski (esquerda inferior) e do Heptamind

em H (direita inferior)

Fonte: Material da pesquisa (2018).

5.2 Construgao de fractais no GeoGebra
Para o segundo momento utilizou-se o software GeoGebra. Foi proposta a

construcao livre de fractais. Alguns estudantes optaram por reproduzir algum dos
fractais discutidos em aula (Figura 8) e outros criaram estrutras contendo
repeticoes (Figura 9). A seguir, segue as producdes dos alunos realizadas em um

periodo de aula de 50 minutos.
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Figura 8: Construgdo do Triangulo de Sierpinski (esquerda), da Pentagonal de Durer

(centro) e da Arvore Pitagdrica (direita) no GeoGebra
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Fonte: Material da pesquisa (2018).

Figura 9: Construcao livre de fractal no GeoGebra
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Fonte: Material da pesquisa (2018).

Ao final dessa etapa, os questionamentos langados foram os seguintes: 1.
Esta atividade lhe ajudou na compreensao da conceituagdo de fractal? 2. Vocé

gostou dessa atividade? Por qué? 3. Se vocé fosse aplicar essa atividade em sala
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de aula, o que vocé mudaria? 4. Em sua opinido, seria possivel aplicar esta

atividade na Educacao Basica®?

Todos os alunos responderam positivamente ao primeiro questionamento.
Com relacdo ao gosto pela atividade, responderam ter gostado por ser mais
dinamica, por envolver meios digitais, por envolver Matematica e beleza. Os
estudantes — em sua maioria — estavam preocupados com o dominio dos
comandos do GeoGebra, e se saberiam usa-los na Educagao Basica com tal fim.
Sobre isso, ressalta-se que € necessario um momento com a turma para que se
tenham um primeiro contato com o GeoGebra, para identificar os principais
comandos e as ferramentas disponiveis. Com relagao a possibilidade de aplicagéo
da atividade, os estudantes apontaram a necessidade da escola ter um laboratorio
de informatica disponivel, com acesso a internet, visto que o processo de
construcdo livre de fractais exigiu, alem do software, pesquisa sobre

possibilidades de construcao.

6 Consideragdes finais

A insercdo da Geometria Fractal na Educagao Basica ou Superior € uma
possibilidade que oportuniza a ampliagdo dos conceitos ja existentes sobre a
Geometria. Nem tudo o que vemos € modelado pela Geometria Euclidiana, e isto
deve ser de conhecimento dos estudantes, como as células do corpo humano, o

brécolis-romanesco, a concha marinha, e os relampagos.

Com a atividade realizada, foi possivel estudar sobre um tema néao
curricular que abre espago para interpretaces matematicas sobre o mundo que
nos cerca. Apos uma compreensao sobre o conceito de construcao de fractais e
suas dimensdes, foi possivel elaborar uma pratica com o intuito de fazer a mesma
construcdo com colegas da licenciatura, fomentando o interesse pelo tema e,
conseguentemente, seu tratamento na futura profissdo. Por sua simplicidade, a
pratica desenvolvida é passivel de ser feita em poucas aulas do Ensino Médio,
preferencialmente em dois dias distintos. Ademais, acrescenta-se a possibilidade
de um relato escrito sobre as construgdes livres realizadas, fazendo com que os

estudantes apresentem as “regras” que os levaram a seus fractais. Isto
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possibilitara uma discussao sobre as possibilidades de construgéo e a avaliagao

sobre o entendimento do conceito de fractais.
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